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“In physics, beauty does not automatically
ensure truth, but it helps. In mathematics,
beauty must be true - because anything false is
ugly.”
Ian Stewart
“Why beauty is truth – A history of symmetry”
“Experiment is the sole source of truth. It alone
can teach us something new, it alone can give
us certainty.”
Henri Poincare´
“Science and Hypothesis”
“Nature never appeals to inteligence until habit
and instinct are useless. There is no inteligence
where there is no need of change.”
H.G. Wells
“The time machine”
“The world is not enough.”
Ian Fleming
“On her majesty secret service”
RESUMO
Esta dissertac¸a˜o de mestrado tem dois objetivos principais. O primeiro deles
e´ entender as noc¸o˜es de grupoide de Lie e de orbifold e demonstrar que existe
uma correspondeˆncia biunı´voca entre classes de isomorﬁsmo de orbifolds efetivos
e classes de equivaleˆncia de Morita de grupoides de Lie pro´prios, e´tale e efetivos.
O segundo objetivo e´ obter uma noc¸a˜o de grupo fundamental para orbifolds usando
caminhos de Haeﬂiger em grupoides de Lie. Especiﬁcamente, associamos a cada
grupoide de Lie G, um grupo π
Hae
(G, x), formado pelas classes de homotopia de ca-
minhos de Haeﬂiger em G, de x para x. Mostramos que este grupo e´ um invariante
da classe de equivaleˆncia de Morita de G. Assim, no caso de grupoides pro´prios e
e´tale, obtemos um invariante da classe de isomorﬁsmo de qualquer orbifold repre-
sentado por G.
Palavras-chave: Grupoide de Lie, orbifold, grupo fundamental de um orbifold
ABSTRACT
In this work we have two main goals. The ﬁrst one is to understand the notion of
Lie groupoid and that of an orbifold and to prove that there exists a one-to-one cor-
respondence between isomorphism classes of effective orbifolds and Morita equi-
valence classes of proper, e´tale and effective Lie groupoids. Our second goal is to
obtain a notion of a fundamental group for orbifolds using the notion of Haeﬂiger
paths in Lie groupoids. Speciﬁcally, we associate to each Lie groupoid G a group
π
Hae
(G, x) deﬁned by homotopy classes of Haeﬂiger paths in G from x to x. We will
prove that this group is an invariant of the Morita equivalence class of G. As a con-
sequence, in the particular case of G being a proper, e´tale Lie groupoid we obtain
an invariant of the isomorphism class of any orbifold presented by G.
Keywords: Lie groupoid, orbifold, fundamental group of an orbifold
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Introduc¸a˜o
A teoria de orbifolds comec¸ou a ser desenvolvida nos anos 50 quando o matema´tico
Ichiro Satake introduziu o conceito de V -manifolds [Sat56, Sat57]. Satake descre-
via os V -manifolds como espac¸os que generalizam variedades diferencia´veis, onde
V -manifolds sa˜o pensados como variedades com certos tipos de “singularidades”.
Satake foi capaz de reconstruir va´rios conceitos importantes da teoria de varieda-
des para o caso de V -manifolds, dentre eles cohomologia de de Rham, classes
caracterı´sticas e o teorema de Gauss-Bonnet. Pore´m, em cada um de seus ar-
tigos, Satake dava deﬁnic¸o˜es diferentes de V -manifolds e de morﬁsmos entre V -
manifolds, e as deﬁnic¸o˜es continham problemas. Por exemplo, nunca ﬁcou claro se
a composic¸a˜o de dois morﬁsmos era um novo morﬁsmo e pull-backs de ﬁbrados
na˜o estavam deﬁnidos para quaisquer morﬁsmos. Talvez por essas razo˜es os V -
manifolds na˜o despertaram muita atenc¸a˜o da comunidade matema´tica durante mui-
tos anos. Isso mudou drasticamente no ﬁnal dos anos 70, quando William Thurston
comec¸ou a utilizar os V -manifolds seriamente em seu programa de geometrizac¸a˜o
de 3-variedades. Nessa e´poca, Thurston alterou a deﬁnic¸a˜o original de Satake e
tambe´m trocou o nome de V -manifolds para orbifolds, vide [Thu80].
Enquanto uma carta de uma variedadeX e´ dada por um par (U, ϕ), onde U e´ um
aberto de X e ϕ : U → U˜ e´ um homeomorﬁsmo entre U e um aberto U˜ ⊂ Rn, uma
carta de orbifold num espac¸o topolo´gico Q consiste em uma tripla (U˜ , G, ϕ), onde U˜
e´ um aberto de Rn, G e´ um subgrupo ﬁnito de difeomorﬁsmos de U˜ e ϕ : U˜ → U ⊂ Q
e´ uma aplicac¸a˜o contı´nua sobre um aberto U ⊂ Q, que induz um homeomorﬁsmo
entre U˜/G e U . Ou seja, orbifolds sa˜o localmente homeomorfos a abertos de um
espac¸o euclidiano mo´dulo a ac¸a˜o de um grupo ﬁnito de difeomorﬁsmos, com uma
compatibilidade nas cartas que se intersectam. Ale´m disso, sem perda de gene-
ralidade, e´ possivel tomar as cartas de orbifold com U˜ = Rn e G como um grupo
ﬁnito de isometrias de Rn. Nas deﬁnic¸o˜es de Satake na˜o eram admitidas reﬂexo˜es
nos grupos de isometrias das cartas, pois ele impunha condic¸o˜es na codimensa˜o
do conjunto de singularidades.
Tambe´m foi Thurston quem introduziu a noc¸a˜o de grupo fundamental de um
orbifold, o primeiro invariante de estruturas de orbifold num espac¸o topolo´gico, co-
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2nhecido na literatura. A deﬁnic¸a˜o dada por Thurston para o grupo fundamental de
um orbifold, vide [Thu80], e´ feita em termos de recobrimentos de orbifolds. Ou seja,
para todo orbifold Q ele provou a existeˆncia de um orbifold Q˜ que tem o papel do
recobrimento universal de Q, e assim deﬁniu π
Thu
(Q) = Aut(Q˜), onde Aut(Q˜) de-
nota o grupo de automorﬁsmos do recobrimento π : Q˜ → Q. A ideia principal e´
que: dado um orbifold Q, o grupo fundamental π
Thu
(Q) e´ um invariante da classe de
isomorﬁsmo do orbifold Q, mais ﬁno do que o grupo fundamental usual π1(Q). Por
exemplo, se B(0, 1)/Cn e´ o orbifold quociente da bola aberta B(0, 1) pela ac¸a˜o do
grupo cı´clico Cn por rotac¸o˜es, enta˜o como espac¸o topolo´gico B(0, 1)/Cn e´ homeo-
morfo a B(0, 1), portanto tem grupo fundamental usual trivial. Pore´m, gostarı´amos
de distinguir B(0, 1)/Cn e B(0, 1)/Cm como orbifolds na˜o isomorfos para m = n. E
de fato, tem-se π
Thu
(B(0, 1)/Cn)  Cn para todo n natural, assim o grupo fundamen-
tal de orbifolds e´ um invariante mais ﬁno que π1.
Ao longo dos anos, muitos trabalhos em teoria de folheac¸o˜es, principalmente
os de Andre´ Haeﬂiger [Hae71, Hae84], levaram a uma reformulac¸a˜o da teoria de
orbifolds em termos da teoria de grupoides de Lie. Em particular, os trabalhos de
Moerdijk e Pronk [MP97], Moerdijk [Moe02] e Adem e Ruan [ALR07] contribuiram
para desenvolver este ponto de vista. Em [MP97] e´ demonstrado que existe uma
correspondeˆncia biunı´voca entre classes de equivaleˆncia de Morita de grupoides de
Lie pro´prios e´tale efetivos, e classes de isomorﬁsmos de orbifolds. Assim, te´cnicas
de grupoides de Lie, que sa˜o objetos suaves na teoria de variedades diferencia´veis,
podem ser aplicadas ao estudo de orbifolds que sa˜o espac¸os com singularidades.
Como consequeˆncia, muitos invariantes fundamentais foram, e tem sido desenvol-
vidos para orbifolds, e.g. espac¸os classiﬁcantes, cohomologia, ﬁbrados... (vide
[ALR07]).
Thurston aﬁrma em [Thu80] que daria uma interpretac¸a˜o para o grupo funda-
mental em termos de classes de homotopia de caminhos, pore´m isto na˜o foi apre-
sentado nessas notas. Por outro lado, em [HB99] e em [MM05] sa˜o apresentadas
as noc¸o˜es de grupo fundamental e de recobrimentos de grupoides. Em particular,
em um grupoide G e´ deﬁnida a noc¸a˜o de G-caminhos, tambe´m chamados de cami-
nhos de Haeﬂiger em G. O grupo fundamental de G com base em x e´ deﬁnido como
π
Hae
(G, x), o conjunto de classes de homotopia de G-lac¸os com base em x.
Ale´m disso, e´ possı´vel provar que grupoides Morita equivalentes tem grupos
fundamentais isomorfos, desta forma podemos deﬁnir uma noc¸a˜o de grupo funda-
mental para orbifolds: dado um orbifold Q, devido a [MP97], podemos tomar G um
grupoide de Lie pro´prio, e´tale associado, e deﬁnimos o grupo fundamental de Q
como o grupo fundamental de G. Pelas considerac¸o˜es anteriores, esse grupo esta´
bem deﬁnido a menos de isomorﬁsmo. Em particular, se B(0, 1)/Cn e´ o orbifold
3mencionado anteriormente, temos que o grupoide de ac¸a˜o Cn  B(0, 1) representa
este orbifold. Podemos demonstrar que π
Hae
(Cn  B(0, 1))  Cn e consequente-
mente π
Hae
(B(0, 1)/Cn)  Cn. Recuperando assim o resultado que B(0, 1)/Cn e
B(0, 1)/Cm sa˜o isomorfos se, e somente se, m = n. A vantagem dessa nova versa˜o
de grupo fundamental para orbifolds e´ que agora utilizamos caminhos de Haeﬂiger
em grupoides e homotopias entre estes caminhos. Em particular, ﬁca mais simples
e intuitivo como generalizar os resultados da teoria usual de grupo fundamental e
recobrimentos para este caso mais geral.
Os objetivos principais desse trabalho sa˜o deixar claro a relac¸a˜o entre orbifolds
suaves e grupoides de Lie pro´prios, e´tale e a partir disso introduzir um conceito de
grupo fundamental para orbifolds, cuja construc¸a˜o utiliza caminhos de Haeﬂiger em
grupoides.
No capı´tulo 1 e´ deﬁnida a categoria de grupoides de LieGrp. De forma concreta,
damos as deﬁnic¸o˜es ba´sicas de grupoides de Lie e de morﬁsmos entre grupoides
de Lie. Apresentamos tambe´m va´rios exemplos destas estruturas, deﬁnic¸o˜es e
proposic¸o˜es ba´sicas com eˆnfase em grupoides pro´prios e e´tale. Ale´m disso, in-
troduzimos os conceitos de equivaleˆncia fraca e de equivaleˆncia de Morita entre
grupoides de Lie. Em particular, veremos a noc¸a˜o de morﬁsmo generalizado entre
grupoides de Lie e obteremos a categoria GRP, que e´ uma localizac¸a˜o da catego-
ria Grp com respeito a`s equivaleˆncias fracas. As principais refereˆncias desta parte
sa˜o: [MM03, MM05, ALR07] e [Ler10].
No capı´tulo 2 introduzimos a categoria de orbifolds Orb. Concretamente, sa˜o
apresentadas as deﬁnic¸o˜es de orbifolds suaves e de aplicac¸o˜es diferencia´veis entre
orbifolds. Apresentamos va´rios exemplos interessantes, por exemplo, veremos que
se um grupo de Lie K age em uma variedade X de forma pro´pria, efetiva e com
estabilizadores ﬁnitos, enta˜o o espac¸o quociente X/K e´ um orbifold suave e efetivo.
Apresentamos tambe´m a recı´proca deste resultado, i.e. , todo orbifold efetivo Q e´
isomorfo a um orbifold da forma X/K como descrito acima. Na u´ltima sec¸a˜o deste
capı´tulo e´ apresentado um teorema devido a Moerdijk e Pronk [MP97], que exibe
uma correspondeˆncia biunı´voca entre classes de isomorﬁsmos de orbifolds suaves,
efetivos e classes de equivaleˆncia de Morita de grupoides de Lie pro´prios, e´tale
efetivos. As refereˆncias para este capı´tulo sa˜o: [ALR07, Thu80, Moe02] e [MP97].
No capı´tulo 3 introduzimos o conceito de caminhos de Haeﬂiger em um grupoide
G, bem como a noc¸a˜o de homotopias entre estes caminhos e deﬁnimos o grupo fun-
damental de Haeﬂiger π
Hae
(G). Em seguida, calculamos os grupos fundamentais de
va´rios grupoides de Lie. No caso de um grupoide de ac¸a˜o K X, provamos que o
grupo fundamental de Haeﬂiger π
Hae
(K  X) e´ uma extensa˜o de π1(X) por π0(K).
Tambe´m veremos que existe um conceito de recobrimento na categoria dos gru-
4poides de Lie, obtendo assim para cada grupoide G uma categoria CS(G) formada
por todos os recobrimentos de G e morﬁsmos entre estes recobrimentos. Ale´m
disso, mostramos como os principais resultados da teoria de recobrimentos usuais
de espac¸os topolo´gicos se estendem para recobrimentos de grupoides. Por exem-
plo, veremos que para qualquer recobrimento de um grupoide G existem ac¸o˜es por
monodromia sobre as ﬁbras do recobrimento e para todo grupoide G conexo por
caminhos de Haeﬂiger, existe um recobrimento universal de G, tal que o grupo de
automorﬁsmos do recobrimento universal e´ isomorfo a π
Hae
(G). Demonstraremos
que se G e H sa˜o grupoides Morita equivalentes, enta˜o as categorias CS(G) e
CS(H) sa˜o equivalentes. Como consequeˆncia, grupoides Morita equivalentes tem
grupos fundamentais de Haeﬂiger isomorfos. A partir disso, deﬁnimos o grupo fun-
damental de Haeﬂiger de um orbifold utilizando um grupoide que o representa. Por
ﬁm, veremos alguns exemplos de grupos fundamentais de orbifolds, e mostraremos
que existem orbifolds que na˜o sa˜o isomorfos a nenhum orbifold da formaX/G, onde
X e´ uma variedade e G e´ um subgrupo ﬁnito do grupo de difeomorﬁsmos de X. As
principais refereˆncias para este capı´tulo sa˜o: [MM05, ALR07, Moe02] e [HB99].
Capı´tulo 1
Grupoides de Lie
Neste primeiro capı´tulo introduzimos a teoria ba´sica de grupoide de Lie, com eˆnfase
nos grupoides pro´prios e´tale. Sa˜o deﬁnidas as noc¸o˜es de grupoides e morﬁsmos
entre grupoides, equivaleˆncias fracas (ou essenciais), e estudamos o que se en-
tende por equivaleˆncia de Morita entre grupoides. As principais refereˆncias utiliza-
das foram: [MM03, MM05], [Ler10] e [ALR07].
1.1 Grupoides: deﬁnic¸o˜es e exemplos
Nesta sec¸a˜o introduzimos os grupoides de Lie que sera˜o um de nossos objetos de
estudo durante todo esse trabalho. Daremos va´rios exemplos de grupoides de Lie
para ilustrar a importaˆncia destes grupoides em geometria diferencial. Em particu-
lar, veremos que variedades diferencia´veis e ac¸o˜es de grupos de Lie em variedades
podem ser vistos como grupoides de Lie.
De forma bastante geral um grupoide G e´ deﬁnido como uma categoria pequena
(os espac¸os de objetos e de morﬁsmos sa˜o conjuntos) tal que todos os morﬁsmos
dessa categoria sa˜o invertiveis. De forma concreta, um grupoide G consiste num
conjunto de objetos G0, um conjunto de ﬂechas G1 e aplicac¸o˜es estruturais:
• s(source) e t(target); s, t : G1 → G0 dadas por s(x → y) = x e t(x → y) = y.
• m(multiplicac¸a˜o) parcialmente deﬁnida, m : G1 ×s t G1 → G1 dada por m(h, g) =
hg, onde G1 ×s t G1 = {((h, g)) ∈ G1 × G1|s(h) = t(g)} e´ o produto ﬁbrado de s e
t. Ou seja, temos y h−→ z, x g−→ y e x hg=m(h,g)−−−−−−→ z.
• ε(sec¸a˜o identidade); ε : G0 → G1, dada por ε(x) = εx, satisfazendo para toda
ﬂecha (x g−→ y) ∈ G1, gεx = g e εyg = g.
• i(inversa˜o); i : G1 → G1 dada por i(x g−→ y) = y g
−1−−→ x, satisfazendo para toda
(x
g−→ y) ∈ G1, gg−1 = εy e g−1g = εx.
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Ale´m disso, a multiplicac¸a˜o m deve ser associativa no seguinte sentido, m(gh, k) =
(gh)k = g(hk) = m(g, hk) sempre que as composic¸o˜es gh, (gh)k, hk e g(hk) estive-
rem deﬁnidas.
Na deﬁnic¸a˜o acima nos referimos a G1 como espac¸o de ﬂechas e a G0 como
espac¸o de objetos do grupoide G.
Embora a deﬁnic¸a˜o geral fac¸a sentido, como queremos estudar geometria e
topologia de orbifolds/grupoides estaremos interessados em grupoides topolo´gicos
e grupoides de Lie, as deﬁnic¸o˜es seguem abaixo.
Deﬁnic¸a˜o 1.1.1. Um grupoide topolo´gico G e´ um grupoide tal que os conjuntos
de objetos G0 e de ﬂechas G1 sa˜o espac¸os topolo´gicos e as aplicac¸o˜es estruturais
sa˜o todas contı´nuas.
Deﬁnic¸a˜o 1.1.2. Um grupoide de Lie e´ um grupoide topolo´gico G, tal que os
espac¸os G0 e G1 ambos tem estrutura de variedade diferencia´vel (com G1 na˜o neces-
sariamente de Hausdorff ou segundo conta´vel) tais que as aplicac¸o˜es estruturais s
e t sa˜o submerso˜es sobrejetoras e as aplicac¸o˜es m, ε, i sa˜o todas suaves.
Observac¸a˜o 1.1.3. A exigeˆncia que s, t sejam submerso˜es e´ importante entre ou-
tras coisas para garantir que o produto ﬁbrado G1 ×s t G1 seja uma subvariedade
(mergulhada) de G1 × G1, assim a condic¸a˜o de que m seja diferencia´vel faz sentido.
Note tambe´m que no caso de um grupoide de Lie i e´ um difeomorﬁsmo, pois e´
uma involuc¸a˜o suave, e como s ◦ i = t, basta que uma das aplicac¸o˜es s ou t seja
submersa˜o para que a outra tambe´m seja.
Observac¸a˜o 1.1.4. E´ comum denotar por G ⇒ X um grupoide com espac¸o de
ﬂechas G e espac¸o de objetos X. Dizemos tambe´m que G e´ um grupoide sobre X.
Essa notac¸a˜o sera´ a mais utilizada daqui em diante.
Exemplo 1.1.5. TomandoX = {∗} conjunto unita´rio eK um grupo de Lie, temos um
grupoide de Lie K ×{∗}⇒ {∗}, com aplicac¸o˜es estruturais naturalmente deﬁnidas.
Ou seja, um grupo de Lie K pode ser visto como um grupoide de Lie onde a base
consiste em apenas um ponto. Reciprocamente, se G ⇒ {∗} e´ um grupoide de Lie,
com espac¸o de objetos um conjunto unita´rio, enta˜o o conjunto de ﬂechas G e´ um
grupo de Lie.
Exemplo 1.1.6. Seja X uma variedade diferencia´vel. Podemos deﬁnir um grupoide
de Lie X ⇒ X com as seguintes aplicac¸o˜es estruturais:
• s, t = Id : X → X
• m : X ×s t X = {(x, x)|x ∈ X} → X, dada por m(x, x) = x
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• ε, i : X → X ambas iguais a` identidade.
Este grupoide e´ chamado de grupoide unital sobre X (ou associado a X).
Exemplo 1.1.7. Suponha queK e´ um grupo de Lie que age suavemente a` esquerda
numa variedade X via μ : K ×X → X; μ(g, x) = gx. Enta˜o, temos um grupoide de
Lie K ×X ⇒ X, com as seguintes aplicac¸o˜es estruturais:
• s, t : K ×X → X, tais que s(g, x) = x e t(g, x) = gx = μ(g, x)
• m : {((g, x), (h, y))|x = hy} → K ×X, dada por m((g, hy), (h, y)) = (gh, y)
• ε : X → K ×X, dada por ε(x) = (1, x), onde 1 denota o elemento identidade
do grupo K
• i : K ×X → K ×X, tal que i(g, x) = (g−1, gx)
Este grupoide de Lie e´ chamado de grupoide de ac¸a˜o e e´ usualmente denotado
por K X ⇒ X.
Observac¸a˜o 1.1.8. No exemplo 1.1.7, se tomarmos K = {1} o grupo trivial, enta˜o
o grupoide de ac¸a˜o e´ exatamente o grupoide X ⇒ X do exemplo Exemplo 1.1.6.
No outro extremo, se tomarmos X = {∗} o grupoide de ac¸a˜o se torna o grupoide
do Exemplo 1.1.5.
Exemplo 1.1.9. Seja X uma variedade, enta˜o temos um grupoide de Lie X ×X ⇒
X, onde (x, y) e´ pensado como uma ﬂecha com source igual a x e target igual a y.
A multiplicac¸a˜o e´ deﬁnida de modo u´nico pois para cada x, y ∈ X existe uma u´nica
ﬂecha de x para y. Tal grupoide e´ conhecido com grupoide do par e e´ denotado
por Pair(X)⇒ X.
Exemplo 1.1.10. Suponha p : Y → X submersa˜o sobrejetora. Enta˜o, temos um
grupoide associado, Y ×p p Y ⇒ Y , com aplicac¸o˜es estruturais dadas por:
• s, t : Y ×p p Y → Y ; s(x, y) = x e t(x, y) = y.
• m : {((z, w), (x, y))|z = y} → Y ; m((z, w), (x, y)) = (x, w).
• ε : Y → Y ×p p Y ; ε(x) = (x, x).
• i : Y ×p p Y → Y ×p p Y ; i(x, y) = (y, x).
Este grupoide e´ chamado de grupoide de submersa˜o.
O exemplo a seguir e´ uma caso particular do exemplo anterior, pore´m e´ muito
importante por si so´, por isso o destacamos aqui.
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Exemplo 1.1.11. Suponha X uma variedade suave e {Uα}α∈Λ uma cobertura de X
por abertos, i.e. Uα e´ aberto em X para todo α ∈ Λ e X =
⋃
α∈Λ
Uα. Enta˜o, temos
uma submersa˜o p :
⊔
α Uα → X, tal que p|Uα e´ a inclusa˜o de Uα em X. Neste caso, o
grupoide de submersa˜o associado a p e´ da forma:
⊔
α,β Uα∩Uβ ⇒ X. Ou seja, existe
uma ﬂecha x g−→ y se, e somente se, existem α, β ∈ Λ tais que x, y ∈ ⊔α,β Uα ∩ Uβ.
Um grupoide obtido desta forma a partir de uma cobertura por abertos e´ chamado
de grupoide de Cˇech ou grupoide de cobertura
Exemplo 1.1.12. Seja X uma variedade diferencia´vel conexa. Deﬁnimos Π(X) =
{[σ]|σ : [0, 1] → X e´ um caminho contı´nuo}, onde [σ] denota a classe de homotopia
com extremos ﬁxos de σ. Temos enta˜o um grupoide de Lie Π(X) ⇒ X com as
seguintes aplicac¸o˜es estruturais:
• s, t : Π(X) → X, dadas por s([σ]) = σ(0) e t([σ]) = σ(1)
• m : {([σ], [β])|σ(0) = β(1)} → Π(X), tal que m([σ], [β]) = [β ∗ σ], onde β ∗ σ
denota a concatenac¸a˜o de caminhos que percorre primeiro β e depois σ.
• ε : X → Π(X), dada por ε(x) = [cx], onde cx denota o caminho constante igual
a x em X.
• i : Π(X) → Π(X), tal que i([σ]) = [σ−1], onde por deﬁnic¸a˜o σ−1(u) = σ(1 − u)
para todo u ∈ [0, 1]
Este grupoide e´ conhecido como grupoide fundamental da variedade X. A estru-
tura diferencia´vel no espac¸o de ﬂechas Π(X) e´ tal que a aplicac¸a˜o (s, t) : Π(X) →
X ×X e´ um recobrimento suave.
Deﬁnic¸a˜o 1.1.13. Um grupoide de Lie G ⇒ X e´ dito transitivo se a aplicac¸a˜o
(s, t) : G → X ×X e´ uma submersa˜o sobrejetora.
Observac¸a˜o 1.1.14. Se X e´ variedade conexa, enta˜o Π(X) ⇒ X e´ um grupoide
transitivo, pois neste caso a aplicac¸a˜o (s, t) : Π(X) → X × X e´ um difeomorﬁsmo
local sobrejetivo.
Deﬁnic¸a˜o 1.1.15. Sejam G ⇒ X um grupoide e x ∈ X. Deﬁnimos a o´rbita de x
como o conjunto t(s−1{x}) = {t(g) ∈ X|g ∈ G e s(g) = x}, ou seja, a o´rbita de
x e´ dada pelos targets de todas as ﬂechas que comec¸am em x. Deﬁnimos ainda
o espac¸o de o´rbitas do grupoide por X/G := {t(s−1{x})|x ∈ X}, ou seja, e´ o
conjunto formado por todas as o´rbitas. De maneira equivalente, X/G e´ o quociente
de X pela relac¸a˜o de equivaleˆncia, x ∼ y se, e somente se, x e y esta˜o na mesma
o´rbita. E deﬁnimos o grupo de isotropia de x por Gx = {g ∈ G|s(g) = t(g) = x}, ou
seja, sa˜o todas as ﬂechas que comec¸am e terminam em x.
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Observac¸a˜o 1.1.16. Se G ⇒ X e´ um grupoide, enta˜o Gx e´ de fato um grupo, pois
a multiplicac¸a˜o parcial m do grupoide restringe-se a uma multiplicac¸a˜o associativa
m : Gx × Gx → Gx.
Exemplo 1.1.17. Se Π(X) ⇒ X e´ o grupoide fundamental de uma variedade
conexa X, dado x ∈ X temos que Π(X)x = {[σ]|σ(0) = x = σ(1)} e´ o con-
junto de todas as classes de homotopia de lac¸os com base no ponto x. Ou seja,
Π(X)x = π1(X, x) e´ o grupo fundamental de X com base em x.
Exemplo 1.1.18. E´ interessante observar o que as deﬁnic¸o˜es anteriores signiﬁcam
no caso de um grupoide de ac¸a˜o K × X ⇒ X. E´ fa´cil ver que a o´rbita de um
elemento x ∈ X no sentido da deﬁnic¸a˜o 1.1.15 e´ igual a` o´rbita do elemento x pela
ac¸a˜o de K no sentido usual e consequentemente o espac¸o de o´rbitas, no sentido
da deﬁnic¸a˜o 1.1.15, e´ igual ao espac¸o de o´rbitas X/K no sentido usual. Tambe´m e´
fa´cil ver que o grupo de isotropia de x ∈ X no sentido de 1.1.15 e´ igual ao grupo de
isotropia de x com respeito a` ac¸a˜o de G no sentido usual.
Observac¸a˜o 1.1.19. No caso de um grupoide transitivo G ⇒ X, como (s, t) e´ so-
brejetora, dado (x, y) ∈ X × X, existe g ∈ G tal que s(g) = x e t(g) = y, ou seja,
existe apenas uma o´rbita que e´ todo o espac¸o de objetos do grupoide.
1.2 Bissec¸o˜es, o´rbitas e isotropias de um grupoide
de Lie
A seguir vamos estudar quais sa˜o as estruturas (topolo´gicas e diferencia´veis) das
orbitas e das isotropias de um grupoide de Lie. Para tal vamos fazer uso das cha-
madas bissec¸o˜es de um grupoide de Lie. O material desta sec¸a˜o e´ baseado essen-
cialmente em [MS05].
Deﬁnic¸a˜o 1.2.1. Uma bissec¸a˜o de um grupoide de Lie G ⇒ X e´ uma aplicac¸a˜o
σ : X → G tal que s ◦ σ = IdM e t ◦ σ e´ um difeomorﬁsmo de X em X.
Deﬁnic¸a˜o 1.2.2. Uma bissec¸a˜o local de um grupoide de Lie G ⇒ X e´ uma aplica-
c¸a˜o σU : U → G, onde U ⊂ X e´ aberto, tal que s ◦ σU = IdU e t ◦ σU : U → X e´ um
difeomorﬁsmo sobre a imagem.
A princı´pio a condic¸a˜o para uma aplicac¸a˜o σ : X → G ser uma bissec¸a˜o e´
bastante restritiva, pore´m sempre existe ao menos uma bissec¸a˜o, que e´ dada pela
sec¸a˜o unital ε : X → G, x → εx. Ja´ no caso de bissec¸o˜es locais a situac¸a˜o e´
bastante simpliﬁcada como mostra a seguinte proposic¸a˜o.
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Proposic¸a˜o 1.2.3. Seja G ⇒ X um grupoide de Lie. Enta˜o, para todo x ∈ X e para
todo g ∈ s−1(x) existem U ⊂ X um aberto contendo x e σ : U → G uma bissec¸a˜o
local de G, tal que σ(x) = g.
Demonstrac¸a˜o: Sejam x ∈ X e g ∈ s−1(x), com y = t(g). Note que Tg(s−1(x))
e Tg(t−1(y)) sa˜o subespac¸os de TgG de mesma dimensa˜o, logo existe I ⊂ TgG ,tal
que TgG = Tg(s−1(x)) ⊕ I e TgG = Tg(t−1(x)) ⊕ I. Como s : G → X e´ submersa˜o
sobrejetora, existe um aberto U˜ ⊂ X ao redor de x e uma sec¸a˜o local de s, σ : U˜ →
G, (isto e´, s ◦ σ = IdU˜ ), satisfazendo σ(x) = g e Im(dσ(x)) = I. Logo, dt(g) ◦ dσ(x)
e´ isomorﬁsmo linear. Assim, pelo teorema da func¸a˜o inversa, existe U ⊂ U˜ aberto
contendo x, tal que t ◦ σ : U → X e´ um difeomorﬁsmo sobre sua imagem. Portanto,
σ|U e´ uma bissec¸a˜o com as propriedades desejadas. 
Corola´rio 1.2.4. Seja G ⇒ X um grupoide de Lie. Enta˜o, para cada x ∈ X, o mapa
t|s−1(x) : s−1(x) → X tem posto constante.
Demonstrac¸a˜o: Sejam x ∈ X e g, h ∈ s−1(x). Enta˜o, k = gh−1 ∈ G esta´ bem
deﬁnido e assim pela proposic¸a˜o 1.2.3 existem U ⊂ X aberto em torno de s(k) =
t(h) e uma bissec¸a˜o σ : U → G, tal que σ(t(h)) = k. Assim, tomando o aberto
V = (t ◦ σ)(U), podemos deﬁnir a translac¸a˜o a` esquerda Lσ : t−1(U) ∩ s−1(x) →
t−1(V ) ∩ s−1(x), dada por Lσ(g) = σ(t(g))g, que e´ um difeomorﬁsmo entre abertos
de s−1(x) e satisfaz Lσ(h) = σ(t(h))h = kh = g. Como t|s−1(x) ◦ Lσ = (t ◦ σ) ◦ t|s−1(x)
e ambos Lσ e t ◦ σ sa˜o difeomorﬁsmos, segue que os postos de t|s−1(x) em g e em
h coincidem. 
Como consequeˆncia, dado um grupoide de Lie G ⇒ X veremos que as o´rbitas e
as isotropias desse grupoide teˆm estruturas naturais de subvariedades diferencia´-
veis, dentro de X e de G respectivamente.
Corola´rio 1.2.5. Seja G um grupoide de Lie sobre X. Enta˜o, para todos x, y ∈ X,
o conjunto G(x, y) = {g ∈ G|s(g) = x e t(g) = y} e´ uma subvariedade fechada e
mergulhada de s−1(x), de t−1(y) e de G. E para todo x ∈ X a sua o´rbita t(s−1(x)) e´
uma subvariedade imersa em X.
Demonstrac¸a˜o: Como a aplicac¸a˜o t|s−1(x) : s−1(x) → X tem posto constante e
G(x, y) = (t|s−1(x))−1(y), segue do teorema do posto que G(x, y) e´ uma subvarie-
dade fechada e mergulhada de s−1(x) e consequentemente de G. Para mostrar
que G(x, y) e´ subvariedade mergulhada de t−1(y) podemos aplicar um argumento
ana´logo utilizando o mapa s|t−1(y) : t−1(y) → X que tambe´m tem posto constante.
Ainda pelo teorema do posto, o fato de t|s−1(x) : s−1(x) → X ter posto constante,
implica tambe´m que sua imagem t(s−1(x)) ⊂ X e´ uma subvariedade imersa. 
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Deﬁnic¸a˜o 1.2.6. Seja G ⇒ X um grupoide de Lie. Dizemos que:
• G e´ um grupoide pro´prio se o espac¸o de ﬂechas e´ Hausdorff e a aplicac¸a˜o
(s, t) : G → X × X; dada por (s, t)(g) = (s(g), t(g)) e´ uma aplicac¸a˜o pro´pria,
i.e. para todo compacto Z ⊂ X ×X tem-se (s, t)−1(Z) compacto.
• G e´ um grupoide de folheac¸a˜o se ∀x ∈ X tem-se Gx discreto.
• G e´ um grupoide e´tale se as aplicac¸o˜es s e t sa˜o difeomorﬁsmos locais. Equi-
valentemente, G e´ e´tale se dim(G) = dim(X) como variedades diferencia´veis.
Observac¸a˜o 1.2.7. Suponha K  X ⇒ X grupoide de ac¸a˜o, enta˜o temos (s, t) :
K × X → X × X, dada por (s, t)(g, x) = (s(g), t(g)) = (x, gx). Logo, o grupoide
de ac¸a˜o e´ pro´prio se, e somente se, a ac¸a˜o de K em X e´ pro´pria. Note ainda que
K  X e´ de folheac¸a˜o se, e somente se, cada grupo de isotropia Kx e´ discreto. E
K X e´ e´tale se, e somente se, o grupo K e´ discreto.
Proposic¸a˜o 1.2.8. Todo grupoide e´tale G ⇒ X e´ um grupoide de folheac¸a˜o.
Demonstrac¸a˜o: Por hipo´tese temos que s e t sa˜o difeomorﬁsmos locais, enta˜o
para todo x ∈ X, Gx = s−1{x} ∩ t−1{x} e´ intersec¸a˜o de conjuntos discretos. Assim,
Gx e´ discreto e portanto G e´ de folheac¸a˜o 
Proposic¸a˜o 1.2.9. Seja G ⇒ X um grupoide de Lie. Enta˜o, para todo x ∈ X temos
que Gx e´ um grupo de Lie e se G e´ pro´prio, enta˜o Gx e´ compacto. Ale´m disso, se G
e´ pro´prio e de folheac¸a˜o, enta˜o Gx e´ ﬁnito.
Demonstrac¸a˜o: Note que Gx = (s, t)−1(x, y) = G(x, x), logo pelo corola´rio 1.2.5,
a isotropia Gx e´ uma subvariedade mergulhada de G. Assim, a multiplicac¸a˜o m :
G ×s t G → G se restringe a uma aplicac¸a˜o suave e associativa m : Gx × Gx → Gx.
Logo, Gx e´ um grupo de Lie. Suponha agora que G e´ pro´prio, enta˜o a aplicac¸a˜o
(s, t) e´ pro´pria, e consequentemente Gx = (s, t)−1{(x, x)} e´ compacto. Por ﬁm, se G
e´ pro´prio e de folheac¸a˜o, segue que Gx e´ compacto (pelo argumento anterior) e e´
discreto (pela deﬁnic¸a˜o 1.2.6), portanto Gx e´ ﬁnito. 
1.3 Morﬁsmos entre grupoides de Lie
Nessa sec¸a˜o veremos qual e´ a noc¸a˜o usual de morﬁsmo entre grupoides de Lie.
Obteremos assim uma categoria Grp cujos objetos sa˜o grupoides de Lie e as ﬂe-
chas sa˜o morﬁsmos entre grupoides de Lie. Ale´m disso, veremos qual e´ a noc¸a˜o
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de transformac¸a˜o natural entre morﬁsmos de grupoides de Lie, de modo que pode-
mos ver Grp como uma 2-categoria. Nossas refereˆncias sa˜o [Ler10, MM03, MM05,
ALR07].
Como os grupoides sa˜o categorias pequenas e´ natural pensar que um morﬁsmo
entre grupoides deva ser um funtor, mas devido a`s estruturas extras que um gru-
poide de Lie possui, para que um funtor seja um morﬁsmo ele deve ser suave em
algum sentido, assim temos a seguinte deﬁnic¸a˜o:
Deﬁnic¸a˜o 1.3.1. Seja H ⇒ Y e G ⇒ X dois grupoides de Lie, um morﬁsmo de
grupoides entre H e G consiste em um par de aplicac¸o˜es diferencia´veis φ1 : H → G
e φ0 : Y → X que comutam com as aplicac¸o˜es estruturais de H e de G. Ou seja,
para todos h ∈ H, y ∈ Y e (h1, h2) ∈ H ×s t H temos
• φ0(s(h)) = s(φ0(h)) e φ0(t(h)) = t(φ0(h));
• φ1(ε(y)) = ε(φ0(y));
• φ1(m(h1, h2)) = m(φ1(h1), φ1(h2)).
E´ imediato que o funtor Id : G → G e´ um morﬁsmo de grupoides de Lie, para
todo G ⇒ X e que a composic¸a˜o de morﬁsmos de grupoides e´ um morﬁsmo de
grupoides. Ou seja, temos uma categoria denotada por Grp, cujos objetos sa˜o
grupoides de Lie e os morﬁsmos sa˜o como deﬁnidos em 1.3.1.
Exemplo 1.3.2. Seja G ⇒ X um grupoide de Lie e Pair(X)⇒ X o grupoide do par
associado a` variedade X. Enta˜o, a aplicac¸a˜o (s, t) : G → X ×X; g → (s(g), t(g)) e´
um morﬁsmo de grupoides de Lie entre G e Pair(X).
Assim como a noc¸a˜o de morﬁsmo de grupoides de Lie deve levar em conta
as estruturas adicionais de suavidade dos grupoides, a noc¸a˜o de transformac¸a˜o
natural entre morﬁsmos tambe´m sofre alterac¸a˜o neste contexto.
Deﬁnic¸a˜o 1.3.3. Sejam φ, ψ : H → G morﬁsmos de grupoides. Uma transforma-
c¸a˜o natural entre φ e ψ, denotada por α : φ → ψ consiste em uma aplicac¸a˜o suave
α : H0 → G1, tal que para cada x ∈ H0 associa φ0(x) α(x)−−→ ψ0(x), ou seja s ◦ α = φ0
e t ◦ α = ψ0, natural no sentido que para toda x h−→ y em H1 o diagrama a seguir
comuta
φ0(x)
φ1(h)

α(x)  ψ0(x)
ψ1(h)

φ0(y)
α(y)  ψ0(y)
Ou seja, ψ1(h)α(x) = α(y)φ1(h).
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1.4 Equivaleˆncias fracas e equivaleˆncia de Morita
Nesta sec¸a˜o estudaremos o conceito de equivaleˆncia de Morita entre grupoides
de Lie e veremos exemplos ba´sicos desse tipo de equivaleˆncia. Teremos como
refereˆncias principais [MM03, MM05]. Como veremos nesta dissertac¸a˜o, grupoides
de Lie pro´prios, e´tale e efetivos mo´dulo equivaleˆncia de Morita representam classes
de isomorﬁsmo de orbifolds efetivos. (vide Capı´tulo 2 e Sec¸a˜o 2.4). Esta e´ a nossa
motivac¸a˜o pra estudar essa relac¸a˜o de equivaleˆncia entre grupoides.
Deﬁnic¸a˜o 1.4.1. Um morﬁsmo entre grupoides de Lie φ : H → G e´ chamado de
equivaleˆncia fraca (ou essencial) se as seguintes condic¸o˜es sa˜o satisfeitas:
(i) A aplicac¸a˜o sπ2 : H0 ×φ0 t G1 → G0 e´ uma submersa˜o sobrejetora.
(ii) O seguinte diagrama e´ um produto ﬁbrado de variedades:
H1 φ 
(s,t)

G1
(s,t)

H0 ×H0φ0×φ0  G0 × G0
Ou seja, a aplicac¸a˜o γ : H → (H0 × H0) ×φ0×φ0 (s,t) G1, deﬁnida por γ(g) =
(s(g), t(g), φ(g)) e´ um difeomorﬁsmo.
Observac¸a˜o 1.4.2. A condic¸a˜o (i) na deﬁnic¸a˜o acima garante que as aplicac¸o˜es
(φ0 × φ0) e (s, t) sa˜o transversais, e como consequeˆncia o produto ﬁbrado (H0 ×
H0) ×φ0×φ0 (s,t) G1 tem estrutura de variedade diferencia´vel, veja por exemplo [del12].
Assim, tem sentido pedir que o mapa γ na condic¸a˜o (ii) seja suave.
Segue do item (i) que para todo z ∈ G0, existe (y, g) ∈ H0 ×φ0 t G1 tal que
sπ2(y, g) = z, ou seja, φ0(y) = t(g) e s(g) = z. Logo, ∀z ∈ G0, existe y ∈ H0 tal
que φ0(y)  z, onde  denota um isomorﬁsmo na categoria G. Portanto, toda equi-
valeˆncia fraca φ : H → G e´ um funtor essencialmente sobrejetivo (tambe´m chamado
de denso por alguns autores).
Se K e´ um grupoide deﬁnamos K1(x, y) := {k ∈ K1|s(k) = x e t(k) = y} o con-
junto de todas as ﬂechas de x para y no grupoide K. Enta˜o, pelo item (ii) concluı´mos
que, para quaisquer x, y ∈ H0, φ induz uma bijec¸a˜o φ : H1(x, y) → G1(φ0(x), φ0(y)).
Portanto, toda equivaleˆncia fraca φ : H → G e´ um funtor ﬁel e pleno. Assim,
se φ : H → G e´ equivaleˆncia fraca, como funtor (esquecendo as estruturas dife-
rencia´veis dos grupoides) φ e´ uma equivaleˆncia de categorias, pois e´ um funtor ﬁel,
pleno e denso.
Capı´tulo 1. Grupoides de Lie 14
Deﬁnic¸a˜o 1.4.3. Se φ : H → G e´ uma equivaleˆncia fraca tal que h : H0 → G0 e´ uma
submersa˜o sobrejetora, enta˜o φ e´ chamada de equivaleˆncia forte.
Deﬁnic¸a˜o 1.4.4. Dois grupoides de Lie G e H sa˜o ditos Morita equivalentes se
existe um terceiro grupoide de Lie K com equivaleˆncias fracas: φ : K → H e ψ :
K → G.
Exemplo 1.4.5. Sejam G ⇒ {x} e H ⇒ {y} grupos de Lie vistos como grupoi-
des. Suponha que esses grupoides sa˜o Morita equivalentes, enta˜o existe K e
equivaleˆncias fracas: φ : K → G e ψ : K → H. Como equivaleˆncias fracas sa˜o
funtores ﬁe´is e plenos, segue que φ e ψ induzem isomorﬁsmos Kz → Hy = H e
Kz → Gx = G. Assim, G e H sa˜o Morita equivalentes se, e somente se, sa˜o grupos
isomorfos.
Observac¸a˜o 1.4.6. Se H e G sa˜o Morita equivalentes, enta˜o existem K′ e equi-
valeˆncias fortes φ′ : K′ → H e ψ′ : K′ → G. (Vide [MM03])
Enunciamos a seguir treˆs proposic¸o˜es que sera˜o utilizadas futuramente nesta
dissertac¸a˜o. As duas primeiras faremos uso na sec¸a˜o 1.5. A terceira sera´ utilizada
no capı´tulo 3. A raza˜o para enunciarmos essas proposic¸o˜es aqui e´ que elas for-
necem alguns exemplos ba´sicos de equivaleˆncias fracas e consequentemente de
equivaleˆncia de Morita. As demonstrac¸o˜es podem ser encontradas em [MM03].
Proposic¸a˜o 1.4.7. Seja G ⇒ X um grupoide de Lie. Dado x ∈ X, a o´rbita t(s−1(x))
tem estrutura de variedade imersa em X e a aplicac¸a˜o t : s−1(x) → t(s−1(x)) e´ um
Gx-ﬁbrado principal.
Proposic¸a˜o 1.4.8. Seja G ⇒ X um grupoide de Lie. Enta˜o, as seguintes aﬁrmac¸o˜es
sa˜o equivalentes:
• G e´ transitivo.
• G e´ Morita equivalente a um grupo de Lie.
• Existe x ∈ X, tal que t : G(x,−) → X e´ submersa˜o sobrejetora.
• A inclusa˜o j : Gx → G e´ uma equivaleˆncia fraca.
Proposic¸a˜o 1.4.9. Seja G ⇒ X um grupoide de Lie. Enta˜o, as seguintes aﬁrmac¸o˜es
sa˜o equivalentes:
• A aplicac¸a˜o (s, t) : G → X ×X e´ um recobrimento.
• G e´ Morita equivalente a um grupo discreto.
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• Existe x ∈ X, tal que t : G(x,−) → X e´ aplicac¸a˜o de recobrimento.
• Para todo x ∈ X, t : G(x,−) → X e´ aplicac¸a˜o de recobrimento.
• Gx e´ discreto e a inclusa˜o j : Gx → G e´ uma equivaleˆncia fraca.
1.5 Morﬁsmos generalizados e equivaleˆncia de Mo-
rita
Nesta sec¸a˜o introduzimos o conceito de morﬁsmos generalizados entre grupoi-
des de Lie, devido a Hilsum e Skandalis [HS87]. Obteremos assim uma categoria
GRP formada pelos grupoides de Lie e morﬁsmos generalizados. Explicaremos
tambe´m qual e´ a relac¸a˜o entre a categoria usual Grp e a categoria GRP. Especi-
ﬁcamente, veremos em que sentido GRP e´ obtida de Grp invertendo formalmente
as equivaleˆncias fracas. Como consequeˆncia, veremos que dois grupoides de Lie
sa˜o Morita equivalentes se, e somente se, eles sa˜o isomorfos na categoria GRP.
As principais refereˆncias para esta sec¸a˜o sa˜o [MM05, Ler10].
Deﬁnic¸a˜o 1.5.1. Seja C uma categoria e W uma subclasse de morﬁsmos de C,
W ⊂ C. Uma localizac¸a˜o de C com respeito a W e´ um par (D, L), onde D e´ uma
categoria e L : C → D e´ um funtor, satisfazendo as seguintes condic¸o˜es:
(i) L(w) e´ invertı´vel em D para todo w ∈ W.
(ii) Se L2 : C → E e´ um funtor com L2(w) invertı´vel em E , ∀w ∈ W, enta˜o existe
um u´nico funtor ψ : D → E tal que ψ ◦ L = L2. Ou seja, temos um diagrama
comutativo: E
C
L

L2

D
ψ

Observac¸a˜o 1.5.2. Se existe uma localizac¸a˜o de uma categoria C com respeito a
W, enta˜o ela e´ u´nica a menos de isomorﬁsmo de categorias.
Mencionaremos o seguinte lema apenas por completude, sua demonstrac¸a˜o
pode ser encontrada em [Ler10].
Lema 1.5.3. Dados C uma categoria e W ⊂ C1 uma subclasse de morﬁsmos de C
sempre existe uma localizac¸a˜o de C com respeito a W. Tal localizac¸a˜o e´ denotada
por LW : C → C(W−1).
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1.5.1 Ac¸o˜es de grupoides de Lie e G-ﬁbrados principais
A seguir estudaremos os conceitos de ac¸o˜es de grupoides de Lie e de G-ﬁbrados
principais, onde G e´ um grupoide de Lie.
Deﬁnic¸a˜o 1.5.4. Sejam G ⇒ X um grupoide de Lie, E uma variedade e al : E → X
aplicac¸a˜o diferencia´vel chamada de aˆncora. Uma ac¸a˜o a` esquerda de G em E ao
longo de al e´ uma aplicac¸a˜o suave μ : G ×s al E → E, denotada por μ(g, z) = gz,
satisfazendo as condic¸o˜es a seguir:
(i) g(hz) = (gh)z para todo (g, h, z) ∈ G ×s t G ×s al E.
(ii) εal(z)z = z para todo z ∈ E.
(iii) al(gz) = t(g) para todo (g, z) ∈ G ×s al E.
Em geral, denotamos uma ac¸a˜o a` esquerda de G em E pelo seguinte diagrama:
G

E

al

X
(1.1)
Ao contra´rio do caso usual de ac¸o˜es de grupos, ﬁxando um elemento g ∈ G na˜o
obtemos um difeomorﬁsmo global de E em E. Ao inve´s disso, temos uma bijec¸a˜o
μg : Es(g) → Et(g), onde Es(g) e Et(g) sa˜o respectivamente a−1l (s(g)) e a−1l (t(g)). Por
exemplo, se al for submersa˜o, enta˜o μg e´ difeomorﬁsmo. Ale´m disso, se K = K ⇒
{∗} e´ o grupoide associado ao grupo de Lie K, enta˜o uma ac¸a˜o de K em uma
variedade E e´ o mesmo que uma ac¸a˜o suave de K em E.
Observac¸a˜o 1.5.5. Pode-se deﬁnir ac¸a˜o a` direita de um grupoide sobre uma vari-
edade de maneira ana´loga, a diferenc¸a essencial e´ que numa ac¸a˜o a` direita a ﬁbra
sobre t(g) e´ levada por g ∈ G na ﬁbra sobre s(g). Toda ac¸a˜o a` esquerda pode ser
transformada numa ac¸a˜o a` direita e vice-versa. No primeiro caso, basta compor a
ac¸a˜o μ com a aplicac¸a˜o i× IdE, onde i e´ a inversa˜o do grupoide. Uma ac¸a˜o a` direita
ao longo de ar e´ denotada pelo diagrama a seguir:
E
		
ar



G
 
Y
(1.2)
Deﬁnic¸a˜o 1.5.6. Um espac¸o E munido de uma ac¸a˜o a` esquerda por um grupoide
G e´ chamado de G-espac¸o. Uma aplicac¸a˜o θ : E1 → E2, entre dois G-espac¸os e´
chamada G-equivariante se para todo g ∈ G e z ∈ E1, tem-se b ◦ θ(z) = a(z), onde a
e b sa˜o as aˆncoras das ac¸o˜es em E1 e em E2 respectivamente e θ(gz) = gθ(z).
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Observac¸a˜o 1.5.7. Fixado um grupoide de Lie podemos deﬁnir a categoria dos
G-espac¸os, denotada G-Spaces, cujos objetos sa˜o G-espac¸os e os morﬁsmos sa˜o
aplicac¸o˜es G-equivariantes.
Deﬁnic¸a˜o 1.5.8. Seja G ⇒ X um grupoide de Lie. Uma variedade P com uma
ac¸a˜o de G a` direita ao longo de ar : P → X (respectivamente a` esquerda ao longo
de al : P → X) e´ chamada de G-ﬁbrado principal a` direita (respectivamente a`
esquerda) sobre B se existe uma submersa˜o sobrejetora π : P → B tal que
(i) π(ph) = π(p), para todo (p, h) ∈ P ×ar t G (respectivamente π(hp) = π(p), para
todo (h, p) ∈ G ×s al P ) i.e. π e´ G-invariante.
(ii) A aplicac¸a˜o P ×ar t G → P ×π π P , dada por (p, h) → (p, ph) (respectivamente
G ×s al P → P ×π π P , dada por (h, p) → (p, hp)) e´ um difeomorﬁsmo. Ou seja,
cada ﬁbra de π e´ uma o´rbita da ac¸a˜o por G e G age livremente e transitiva-
mente sobre cada ﬁbra.
Em geral representamos um G-ﬁbrado principal a` direita pelo seguinte diagrama:
P
		
π

ar



G
 
B X
(1.3)
Exemplo 1.5.9. Se G ⇒ X e´ um grupoide de Lie, enta˜o a submersa˜o t : G → X
e´ um G-ﬁbrado principal a` direita, onde G age em G por multiplicac¸a˜o a` direita ao
longo de s : G → X. De fato,
• m : G ×s t G → G e´ ac¸a˜o a` direita ao longo de s e t(hg) = t(h), ∀(g, h) ∈
G ×s t G → G.
• G ×s t G → G ×t t G, dada por (g, h) → (g, gh) e´ um difeomorﬁsmo com inverso
(g, k) → (g, g−1k).
Exemplo 1.5.10. Suponha que H e´ um grupo de Lie e seja H := H ⇒ {∗} o
grupoide de Lie associado. Vejamos o que e´ um H-ﬁbrado principal a` direita. Se π :
P → B e´ H-ﬁbrado principal, existe uma ac¸a˜o de H em P ao longo de ar : P → {∗}
dada por μ : P ×ar t H → P . Mas note que, neste caso P ×ar t H = {(p, h)|ar(p) =
t(h)} = P × H. Portanto, μ e´ uma ac¸a˜o suave no sentido usual, do grupo de Lie
H sobre P . Ja´ a segunda condic¸a˜o de H-ﬁbrado principal nos diz que a aplicac¸a˜o
P × H → P ×π π P , dada por (p, h) → (p, ph) e´ um difeomorﬁsmo. Ou seja, cada
ﬁbra de π e´ uma o´rbita da ac¸a˜o por H e H age livremente e transitivamente sobre
cada ﬁbra. Portanto, π : P → B e´ um H-ﬁbrado principal usual.
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Agora veremos que podemos deﬁnir pull-backs de G-ﬁbrados principais ao longo
de aplicac¸o˜es suaves.
Proposic¸a˜o 1.5.11. Sejam G ⇒ X grupoide de Lie e π : P → B e´ G-ﬁbrado prin-
cipal. Se f : N → B e´ uma aplicac¸a˜o suave, deﬁna f ∗(P ) := N ×f π P . Enta˜o, o
espac¸o f ∗(P ) e´ G-ﬁbrado principal sobre N .
Demonstrac¸a˜o: Seja pr1 : N ×f π P → N a restric¸a˜o da projec¸a˜o na primeira
coordenada. Se G age em P a` direita ao longo de ar, enta˜o G age em N ×f π P
a` direita ao longo de ar ◦ pr2 : N ×f π P → X, por ((n, p), h) → (n, ph). Como π e´
submersa˜o temos que pr1 : N ×f πP → N e´ submersa˜o e pr1((n, p), h) = pr1(n, ph) =
n = pr1(n, p). Assim, para veriﬁcar que pr1 : N ×f π P → N e´ um G-ﬁbrado principal,
falta veriﬁcar a condic¸a˜o (ii) da deﬁnic¸a˜o. Ou seja, a aplicac¸a˜o a seguir deve ser um
difeomorﬁsmo
(N ×f π P ) ×ar pr2 t G → (N ×f π P ) ×ar pr2 ar pr2 (N ×f π P )
(n, p, h) → ((n, p), (n, ph))
mas esta aplicac¸a˜o tem inversa dada por (((n, p), (n, q))) → (n, p, h), onde h ∈ G e´
o u´nico elemento tal que ph = q. Concluindo assim a demonstrac¸a˜o. 
1.5.2 Biﬁbrados como morﬁsmos entre grupoides de Lie
Nesta sec¸a˜o introduzimos a deﬁnic¸a˜o de biﬁbrado entre dois grupoides de Lie e
veremos em que sentido um biﬁbrado de G para H, denotado por P : G → H, e´ uma
generalizac¸a˜o do conceito de morﬁsmo entre grupoides de Lie. Nossas principais
refereˆncias sa˜o ainda [Ler10, MM05].
Deﬁnic¸a˜o 1.5.12. Sejam G ⇒ X e H⇒ Y dois grupoides de Lie. Um biﬁbrado de
G para H e´ dado por uma variedade P , duas aˆncoras al : P → X e ar : P → Y , tais
que G age em P a` esquerda ao longo de al, H age a` direita em P ao longo de ar,
satisfazendo as seguintes condic¸o˜es:
(i) al : P → X e´ um H-ﬁbrado principal com relac¸a˜o a` ac¸a˜o de H.
(ii) ar e´ G-invariante i.e. ar(gp) = ar(p) para todo (g, p) ∈ G ×s al P .
(iii) As ac¸o˜es de G e de H comutam, ou seja (gp)h = g(ph) para todo (g, p, h) ∈
G ×s al P ×ar t H.
Um biﬁbrado de G para H e´ denotado por P : G → H. Em alguns casos utilizaremos
tambe´m um diagrama como em 1.4 abaixo para denotar um biﬁbrado P : G → H.
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G

P
 		
al

ar



H
 
X Y
(1.4)
Exemplo 1.5.13. Seja φ : (G ⇒ X) → (H ⇒ Y ) um morﬁsmo de grupoides de
Lie. Considere t : H → Y o H-ﬁbrado principal como no Exemplo 1.5.9 e seja
φ∗0(H) = X ×φ0 tH → X o H-ﬁbrado principal, pull-back de t : H → Y pela aplicac¸a˜o
φ0 : X → Y . E´ fa´cil ver que, G age a` esquerda em X ×φ0 t H pela ac¸a˜o canoˆnica na
primeira entrada, i.e. G ×s pr1 (X ×φ0 t H) → X ×φ0 t H, dada por (g, (s(g), h)) →
(t(g), φ(g)h). Ale´m disso, ar e´ G-invariante e as ac¸o˜es de G e de H em φ∗0(H)
comutam. Portanto, para todo morﬁsmo de grupoides φ : G → H temos um biﬁbrado
denotado 〈φ〉 : G → H.
G

〈φ〉 
al

ar

H
 
X Y
Note que estes ﬁbrados induzidos por morﬁsmos sempre admitem sec¸o˜es globais,
i.e. ν : X → X ×φ0 t H, dada por (x) → (x, φ1(εx)) e´ uma aplicac¸a˜o suave tal que
al ◦ ν = IdX (ε denota a sec¸a˜o unidade do grupoide G).
Deﬁnic¸a˜o 1.5.14. Dois biﬁbrados P, P ′ : G → H sa˜o ditos isomorfos se existe um
difeomorﬁsmo α : P → P ′, (G − H)-equivariante, i.e. α(gph) = gα(p)h para todo
(g, p, h) ∈ G ×s al P ×ar t H.
Exemplo 1.5.15. Seja f : M → N uma aplicac¸a˜o suave entre variedades. Enta˜o, te-
mos um morﬁsmo de grupoides f : (M ⇒M) → (N ⇒ N). Repetindo a construc¸a˜o
do Exemplo 1.5.13 temos um biﬁbrado 〈f〉 : (M ⇒M) → (N ⇒ N). Note que neste
caso o produto ﬁbrado f ∗(N) := M ×f Id N = {(x, f(x) ∈ M ×N |x ∈ M)} = Graf(f)
e´ o gra´ﬁco da aplicac¸a˜o f . Portanto, o biﬁbrado 〈f〉 e´ dado por
M

〈f〉 
pr1

pr2

N
 
M N
Onde as ac¸o˜es de M e de N sa˜o triviais. Note ainda que se f, g : M → N sa˜o
duas aplicac¸o˜es suaves e 〈f〉 e 〈g〉 sa˜o os respectivos biﬁbrados induzidos, existe
α : 〈f〉 → 〈g〉 um isomorﬁsmo de biﬁbrados se, e somente se, f = g.
Exemplo 1.5.16. Sejam M uma variedade, H um grupo de Lie, M ⇒ M o gru-
poides unital de M e H ⇒ {∗} grupoide associado a H. Suponha que temos um
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biﬁbrado P : (M ⇒ M) → (H ⇒ {∗}). Como vimos no Exemplo 1.5.10 isto im-
plica que P e´ um H-ﬁbrado principal a` direita, e como o grupoide unital so´ pode
agir de maneira trivial, segue que P e´ biﬁbrado se, e somente se, P e´ H-ﬁbrado
principal. Pore´m, como vimos no Exemplo 1.5.13, se P for induzido por um mor-
ﬁsmo φ : (M ⇒M) → (H ⇒ {∗}) (ou isomorfo a um induzido) temos que P admite
sec¸a˜o global. Portanto, se P e´ isomorfo a um biﬁbrado da forma 〈φ〉, enta˜o P e´ um
H-ﬁbrado principal trivial.
O leitor pode observar que pela conclusa˜o obtida no Exemplo 1.5.16 acima, em
geral existem muito mais biﬁbrados de G para H do que morﬁsmos usuais. Isso
motiva a seguinte deﬁnic¸a˜o:
Deﬁnic¸a˜o 1.5.17. Um biﬁbrado P : G → H e´ chamado de morﬁsmo generalizado
de G para H.
Suponha que P : G → H e P ′ : H → K sa˜o biﬁbrados. Vamos mostrar que e´
possı´vel “compor” P ′ e P , ou seja, vamos construir um biﬁbrado P ′ ◦ P : G → K e
ale´m disso, veremos que essa composic¸a˜o e´ associativa a menos de isomorﬁsmo
de biﬁbrados. Os detalhes sa˜o como a seguir:
Por hipo´tese temos G

P
 		
al

ar

H
 G0 H0
e H

P ′
 
bl

br

K
 H0 K0
O produto ﬁbrado P ×ar bl P ′ e´ uma variedade, pois bl e´ submersa˜o e temos
(P ×ar bl P ′) ×ar pr1 t H → P ×ar bl P ′
((p, q), h) → (ph, h−1p)
ac¸a˜o de H a` direita em P ×ar bl P ′.
Aﬁrmac¸a˜o 1.5.18. G age a` esquerda em P ×ar bl P ′ na primeira componente e K
age a` direita na segunda componente. Pela deﬁnic¸a˜o de biﬁbrado as ac¸o˜es de G e
de K comutam com a ac¸a˜o de H deﬁnida acima. Portanto, G e K agem no quociente
(P ×ar bl P ′)/H.
Aﬁrmac¸a˜o 1.5.19. Como bl : P ′ → H0 e´ um K-ﬁbrado principal, temos que a
aplicac¸a˜o induzida no quociente por al pr1, al pr1 : (P ×ar bl P ′)/H → G0 e´ um K-
ﬁbrado principal.
Pelas aﬁrmac¸o˜es acima temos um biﬁbrado P ′P := (P ×ar bl P ′)/H.
G

P ′P
 
al pr1

br pr2

K
 G0 K0
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Observac¸a˜o 1.5.20. A composic¸a˜o de biﬁbrados como deﬁnida acima e´ associativa
a menos de isomorﬁsmo de biﬁbrados. Suponha que P : G → H, P ′ : H → K e
P ′′ : K → L sa˜o biﬁbrados entre grupoides de Lie. Enta˜o temos um isomorﬁsmo de
biﬁbrados α : P ′′(P ′P ) → (P ′′P ′)P dado por:
[
(P ×H0 P ′)
H
]
×K0 P ′′
K →
P ×H0
[
(P ′ ×K0 P ′′)
K
]
H
[([(p, q)] , r)] → [(p, [(q, r)])]
Proposic¸a˜o 1.5.21. Sejam G grupoide de Lie, Id : G → G o morﬁsmo identidade
e 〈Id〉 : G → G o biﬁbrado induzido. Enta˜o, 〈Id〉 e´ o morﬁsmo identidade do objeto
G, em relac¸a˜o a` composic¸a˜o de biﬁbrados. Em outras palavras: para todo biﬁbrado
P : G → H temos que P 〈Id〉 e´ isomorfo a P .
Demonstrac¸a˜o: Por deﬁnic¸a˜o P ◦ 〈Id〉 = (G1 ×s al P )/G, onde G age em G1 ×s al P
por (h, p)g = (hg, g−1p) ao longo de s ◦ pr1 = al ◦ pr2. Assim, a aplicac¸a˜o:
α : (G1 ×s al P )/G → P
(g, p) → gp
e´ (G − H)-equivariante com inversa P → (G1 ×s al P )/G, dada por (p) → (εal(p), p).
Portanto, α e´ isomorﬁsmo de biﬁbrados. 
Observac¸a˜o 1.5.22. Se P : G → H e´ biﬁbrado tal que a ac¸a˜o de G tambe´m e´
principal, enta˜o podemos deﬁnir um biﬁbrado denotado P−1 : H → G. Basta trans-
formar a` ac¸a˜o de G a` esquerda em ac¸a˜o a` direita e a ac¸a˜o de H a` direita em ac¸a˜o
a` esquerda. Neste caso P−1 satisfaz as seguintes propriedades: PP−1 e´ isomorfo
a 〈IdH〉 e P−1P e´ isomorfo a 〈IdG〉.
Segue da Observac¸a˜o 1.5.20 e da Proposic¸a˜o 1.5.21 que a tripla (grupoides de
Lie, biﬁbrados, isomorﬁsmo de biﬁbrados) e´ uma 2-categoria fraca, denotada porBi.
Isto e´, biﬁbrados podem ser vistos como morﬁsmos entre grupoides emBi, pore´m a
composic¸a˜o e´ associativa apenas a menos de isomorﬁsmo logo, o par (grupoides,
biﬁbrados) na˜o e´ uma categoria, daı´ a denominac¸a˜o “fraca’. Pore´m, pelo fato de
Bi ser 2-categoria fraca, segue que o par (grupoides, classes de isomorﬁsmo de
biﬁbrados) forma uma categoria no sentido usual. Tal categoria sera´ denotada por
GRP.
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Observac¸a˜o 1.5.23. Temos uma associac¸a˜o Grp → Bi dada por:
• G → G em objetos e
• (φ : G → H) → (〈φ〉 : G → H) em morﬁsmos.
Esta associac¸a˜o induz um funtor L : Grp → GRP, dado por L(G) = G em objetos
e L(φ : G → H) = ([〈φ〉] : G → H) em morﬁsmos, onde [〈φ〉] denota a classe de
isomorﬁsmo de 〈φ〉.
Lema 1.5.24. Um biﬁbrado P : G → H representa um isomorﬁsmo na categoria
GRP se, e somente se, a ac¸a˜o de G a` esquerda de P e´ principal.
Demonstrac¸a˜o: Suponha que P : G → H e´ tal que a ac¸a˜o de G a` esquerda de P e´
principal, pela Observac¸a˜o 1.5.22, existe P−1 : H → G, tal que P ◦P−1 e´ isomorfo a
〈IdH〉 e P−1◦P e´ isomorfo a 〈IdG〉. Portanto, a classe de isomorﬁsmo de P ,denotada
[P ] e´ um isomorﬁsmo na categoria GRP.
Reciprocamente, suponha que P ′ : H → G representa um isomorﬁsmo em
GRP, enta˜o existe P : G → H biﬁbrado e isomorﬁsmos de biﬁbrados α : P ◦ P ′ →
〈IdH〉 e β : P ′ ◦ P → 〈IdG〉. Como ja´ mencionamos anteriormente podemos deﬁnir
P ′−1, que como variedade e´ igual a P ′, pore´m com ac¸o˜es “opostas”, i.e. G age a`
direita em P ′ por pg := g1p e H age a` esquerda em P ′ por hp := ph−1. Queremos
demonstrar que P ′−1 e´ um G-ﬁbrado principal a` direita sobre H0. Vamos enta˜o de-
monstrar que existe um difeomorﬁsmo ν1 : P ′−1 → P que e´ (G − H)-equivariante.
Daı´ segue que P ′−1 e´ G-principal, pois P e´ G-principal.
Note que existe um difeomorﬁsmo
θ : P ′ ×H0 (P ′ ×G0 P ) → (P ′ ×G0 P ); θ(p, p1, q) = (p, δ(p, p1)q)
onde δ(p, p1) e´ o u´nico elemento de G tal que pδ(p, p1) = p1. A inversa de θ e´ dada
por θ−1(p, q) = (p, p, q). Seja portanto ν1 : P ′−1 → P a aplicac¸a˜o suave dada por
ν1(p) = pr2(θ(p, α
−1(εbl(p)))). Enta˜o, ν1 satisfaz as seguintes propriedades:
ν1(pg) = g
−1ν1(p); ν1(hp) = ν1(p)h−1
De maneira ana´loga a` construc¸a˜o acima, existe ν2 : P → P ′ satisfazendo:
ν2(qh) = h
−1ν2(q), ν2(gq) = ν2(q)g−1
Segue que ν1 ◦ ν2 : P → P e ν2 ◦ ν1 : P ′ → P ′ sa˜o isomorﬁsmos de biﬁbrados,
assim sa˜o difeomorﬁsmos. Portanto, ν1 : P ′−1 → P e´ o difeomorﬁsmo desejado. 
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Lema 1.5.25. Um morﬁsmo de grupoides φ : (G ⇒ X) → (H ⇒ Y ) e´ uma equi-
valeˆncia fraca se, e somente se, o biﬁbrado induzido 〈φ〉 : G → H e´ G-principal.
Demonstrac¸a˜o: Relembre que φ : G → H e´ equivaleˆncia fraca se satisfaz as
seguintes condic¸o˜es:
(i) A aplicac¸a˜o γ : G → (X ×X) ×φ0×φ0 (s,t) H, deﬁnida por ϕ(g) = (s(g), t(g), φ(g))
e´ um difeomorﬁsmo.
(ii) A aplicac¸a˜o b : X ×φ0 t H → Y , b(x, h) = s(h) e´ uma submersa˜o sobrejetora.
Lembre tambe´m que 〈φ〉 = X ×φ0 t H, de modo que a aˆncora ar da ac¸a˜o de
H a` direita e´ exatamente b. E a aˆncora da ac¸a˜o de G a` esquerda e´ dada por
al : X ×φ0 t H →, al(x, h) = x. Assim, ar e´ submersa˜o se, e somente se b e´
submersa˜o.
Vamos demonstrar agora que a condic¸a˜o de ar : X ×φ0 t H ser um G-ﬁbrado
principal e´ equivalente a` condic¸a˜o (i). Suponha que ar : 〈φ〉 → Y e´ G-ﬁbrado
principal. Enta˜o, a aplicac¸a˜o
ψ : G ×s al → 〈φ〉 ×ar ar , ψ(g, x, h) = ((x, h), (t(g), φ(g)h))
e´ um difeomorﬁsmo. Portanto tem inversa suave. Assim, para cada par
(x, h), (x′, h′) ∈ X×H com φ(x) = t(h) e φ(x′) = t(h′) existe um u´nico g ∈ G de-
pendendo suavemente de x, x′, h e h′, tal que s(g) = x, t(g) = x′ e h′ = φ(g)h.
Enta˜o, para cada x, x′ ∈ X e h′ ∈ H, com s(h′) = φ(x) e t(h′) = φ(y), existe
um u´nico g ∈ G, dependendo suavemente de x, x′, h′, tal que h′ = φ(g)εφ(x).
Ou seja, a aplicac¸a˜o γ : G → (X × X) ×φ0×φ0 (s,t) H deﬁnida em (i) tem uma
inversa suave. Portanto, se ar : X ×φ0 tH ser um G-ﬁbrado principal temos que
φ e´ equivaleˆncia fraca.
Reciprocamente, suponha que γ tem inversa suave. Enta˜o, para cada par
(x, h), (x′, h′) ∈ X ×H com φ(x) = t(h) e φ(x′) = t(h′) existe um u´nico g ∈ G,
tal que s(g) = x′, t(g) = x e φ(g) = h(h′)−1. Consequentemente, a aplicac¸a˜o
ψ tem inversa suave. Portanto, se φ e´ equivaleˆncia fraca, ar : 〈φ〉 → Y e´
G-principal.

Corola´rio 1.5.26. Suponha que φ : G → H e´ uma equivaleˆncia fraca. Enta˜o, [〈φ〉] e´
um isomorﬁsmo na categoria GRP.
Demonstrac¸a˜o: Pelo Lema 1.5.25, se φ : G → H e´ equivaleˆncia fraca, enta˜o
〈φ〉 e´ G-principal. Pelo Lema 1.5.24 se isto ocorre se, e somente se, [〈φ〉] e´ um
isomorﬁsmo em GRP. 
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O seguinte teorema, cuja demonstrac¸a˜o pode ser encontrada em [Ler10, MM05],
implica que a categoriaGRP de grupoides de Lie e morﬁsmos generalizados e´ uma
localizac¸a˜o da categoria Grp, com respeito a`s equivaleˆncias fracas.
Teorema 1.5.27. Suponha que F : Grp → E e´ um funtor tal que, para toda equi-
valeˆncia fraca φ : G → H, F (φ) e´ um isomorﬁsmo na categoria E . Enta˜o, existe
F˜ : GRP → E tal que F = F˜ ◦L, onde L e´ o funtor da Observac¸a˜o 1.5.23. Ou seja,
o seguinte diagrama e´ comutativo: E
Grp
L

F

GRP
F˜

Corola´rio 1.5.28. Seja W ⊂ Grp a classe de morﬁsmos formada por todas as
equivaleˆncias fracas. Enta˜o, o par (GRP, L) e´ a localizac¸a˜o da categoria Grp com
respeito a W.
Demonstrac¸a˜o: De fato, pelo Corola´rio 1.5.26, o funtor L : Grp → GRP leva
equivaleˆncias fracas em isomorﬁsmos. Logo, o par (GRP, L) satisfaz a condic¸a˜o
(i) da deﬁnic¸a˜o de localizac¸a˜o. Ale´m disso, pelo teorema Teorema 1.5.27 o par
(GRP, L) satisfaz a condic¸a˜o (ii) da deﬁnic¸a˜o de localizac¸a˜o. 
Corola´rio 1.5.29. Dois grupoides de Lie G e H sa˜o Morita equivalentes, se e so-
mente se, existe um biﬁbrado P : G → H tal que a ac¸a˜o de G a` esquerda de P e´
principal.
Deﬁnic¸a˜o 1.5.30. Devido ao Corola´rio 1.5.29, dizemos que um biﬁbrado P : G → H,
G-principal, e´ uma equivaleˆncia de Morita entre G e H.
1.5.3 Exemplos de grupoides Morita equivalentes
Nesta sec¸a˜o damos va´rios exemplos de grupoides Morita equivalentes.
Exemplo 1.5.31. Sejam G ⇒ X um grupoide transitivo e x ∈ X. Vamos mostrar
que existe um biﬁbrado G

P
 		
t

s

Gx
 
X {x}
tal que a ac¸a˜o de G em P e´ principal.
Deﬁna P := s−1{x}. Como G e´ transitivo, segue que a aplicac¸a˜o t : s−1{x} → X
e´ uma submersa˜o sobrejetora. Ale´m disso, P e´ um Gx-ﬁbrado principal a` direita. De
fato, P ⊂ G, logo Gx age a` direita ao longo de s : P → {x} pela multiplicac¸a˜o do
grupoide G. Esta ac¸a˜o e´ principal, pois a aplicac¸a˜o
s−1{x} ×s t Gx → s−1{x} ×t t s−1{x}
(g, h) → (g, gh)
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e´ um difeomorﬁsmo. De fato, se (g, k) ∈ s−1{x} ×t ts−1{x}, temos s(g) = s(k) = {x} e
t(g) = t(k), assim g−1k ∈ Gx e o difeomorﬁsmo inverso e´ dado por (g, k) → (g, g−1k).
Por outro lado, G age em P a` esquerda ao longo de t : P → X tambe´m pela
multiplicac¸a˜o do grupoide G. Queremos mostrar que s : P → {x} e´ G-ﬁbrado princi-
pal. Mas e´ fa´cil ver que a aplicac¸a˜o
G ×s t s−1{x} → s−1{x} ×s s s−1{x} = s−1{x} × s−1{x}
(g, h) → (gh, h)
e´ um difeomorﬁsmo com inversa (k, h) → (kh−1, h).
Assim, P : G → Gx e´ uma equivaleˆncia de Morita entre G ⇒ X e Gx ⇒ {x}. Por-
tanto, um grupoide transitivo e´ Morita equivalente ao grupo de isotropia de qualquer
ponto de sua base.
Como consequeˆncia do exemplo anterior temos o seguinte.
Exemplo 1.5.32. Seja M uma variedade diferencia´vel e Pair(M) ⇒ M o grupoide
do par associado a M . Neste caso, temos (s, t) : M × M → M × M , dada por
(x, y) → (s(x, y), t(x, y)) = (x, y) e´ a identidade. Portanto, Pair(M) e´ um grupoide
transitivo. Seja x ∈ M um ponto na base, enta˜o Pair(M)x = {(x, x)}, ou seja, a
isotropia de Pair(M) num ponto x e´ o grupoide trivial com um u´nico objeto e uma
u´nica ﬂecha {(x, x)} ⇒ {x} e pelo exemplo acima Pair(M) e´ Morita equivalente a
este grupoide trivial.
Exemplo 1.5.33. Suponha que p : N → M e´ uma submersa˜o e seja N ×p p N ⇒ N
o grupoide de submersa˜o associado. Vamos mostrar que existe um biﬁbrado
M

N
 
p

Id



N ×p p N
 M N
De fato, N ×Id pr2 (N ×p p N) → N , dada por (x, (y, x)) → y e´ uma ac¸a˜o a` direita do
grupoide submersa˜o em N ao longo de Id : N → N . Ale´m disso, p : N → M e´
(N ×p p N)-ﬁbrado principal com respeito a esta ac¸a˜o, pois N ×Id pr2 (N ×p p N) →
N ×p p N , dada por (x, (y, x)) → (x, x(y, x)) = (x, y) e´ difeomorﬁsmo com inverso
(x, y) → (x, (y, x)).
Por outro lado, M ⇒ M age em N a` esquerda ao longo de p : N → M , por
(x, y) → y, para todo (x, y) ∈ M ×s p N . E´ claro que, Id : N → N e´ um M -ﬁbrado
principal com respeito a essa ac¸a˜o, pois a aplicac¸a˜o M ×s pN → N ×Id IdN , dada por
(x, y) → (xy, y) e´ difeomorﬁsmo com inverso (z, z) → (p(z), z). Portanto, obtivemos
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um biﬁbrado N : (M ⇒M) → (N ×p p N), tal que a ac¸a˜o de M a` esquerda tambe´m
e´ principal. Logo, M ⇒M e N ×p p N sa˜o Morita equivalentes.
Exemplo 1.5.34. Dada uma cobertura {Uα}α∈Λ de uma variedade X por abertos,
como no exemplo 1.1.11 temos o grupoide de Cˇech associado
⊔
α,β Uα ∩ Uβ ⇒ X.
Como caso particular do exemplo anterior, o grupoide de Cˇech e´ Morita equivalente
ao grupoide unital X ⇒ X (independentemente da cobertura escolhida).
Exemplo 1.5.35. Suponha que μ : K×N → N e´ uma ac¸a˜o livre e pro´pria do grupo
de Lie K sobre a variedade N . Enta˜o, M = N/K tem u´nica estrutura de variedade
diferencia´vel tal que a projec¸a˜o p : N → N/K e´ submersa˜o. Note que a aplicac¸a˜o
K N → N ×p pN , dada por (g, y) → (y, gy) e´ um isomorﬁsmo de grupoides de Lie.
E pelo exemplo anterior, N ×p p N e´ Morita equivalente a M ⇒M . Portanto, K N
e´ Morita equivalente ao grupoide unital N/K ⇒ N/K.
Capı´tulo 2
Orbifolds
Neste capı´tulo introduzimos o conceito de orbifold diferencia´vel efetivo segundo
as deﬁnic¸o˜es dadas em [ALR07, MM03]. Veremos que, grosso modo, orbifolds
sa˜o espac¸os topolo´gicos localmente homeomorfos a abertos de um espac¸o eu-
clidiano mo´dulo a ac¸a˜o de um grupo ﬁnito de difeomorﬁsmos. Portanto, orbifolds
sa˜o uma generalizac¸a˜o da ideia de variedade diferencia´vel. Nas primeiras sec¸o˜es
sera˜o apresentadas as deﬁnic¸o˜es ba´sicas, uma noc¸a˜o de morﬁsmos entre orbi-
folds e exemplos fundamentais. Nas u´ltimas sec¸o˜es, veremos que todo orbifold
efetivo –a menos de isomorﬁsmo– e´ um quociente de uma variedade por uma ac¸a˜o
quase-livre e efetiva de um grupo de Lie compacto. Ale´m disso, sera´ apresentada
a correspondeˆncia entre orbifolds e grupoides de Lie. Ou seja, exibiremos uma
correspondeˆncia biunı´voca entre classes de isomorﬁsmos de orbifolds e classes de
equivaleˆncia de Morita de grupoides de Lie pro´prios, e´tale e efetivos, demonstrada
originalmente em [MP97]. As principais refereˆncias utilizadas neste capı´tulo sa˜o:
[ALR07, Thu80, HB99, MM03, MP97, Moe02]
2.1 Orbifolds: deﬁnic¸a˜o e exemplos
Nesta sec¸a˜o apresentamos a deﬁnic¸a˜o formal da noc¸a˜o de orbifold efetivo e apre-
sentamos os exemplos ba´sicos de tais espac¸os.
Por completude vamos comec¸ar deﬁnindo o conceito de ac¸a˜o efetiva
Deﬁnic¸a˜o 2.1.1. Sejam K um grupo e Z um conjunto. Suponha que μ : K×Z → Z
e´ uma ac¸a˜o de K em Z. Enta˜o, para cada k ∈ K temos uma bijec¸a˜o μk : Z → Z,
dada por μk(z) = μ(k, z) = kz. Dizemos que a ac¸a˜o e´ efetiva se a aplicac¸a˜o
ψ : K → Bij(Z), dada por ψ(k) = μk e´ injetora, onde Bij(Z) denota o conjunto de
todas as bijec¸o˜es de Z em Z. De forma equivalente, a ac¸a˜o e´ efetiva se dado k ∈ K
tal que μk = IdZ , enta˜o k = 1K e´ o elemento neutro do grupo K.
27
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Deﬁnic¸a˜o 2.1.2. Sejam Q um espac¸o topolo´gico e n ≥ 0 um inteiro. Uma carta de
orbifold em Q e´ uma tripla (U˜ , G, ϕ), onde U˜ e´ um aberto conexo de Rn, G e´ um
grupo ﬁnito que age efetivamente em U˜ por difeomorﬁsmos e ϕ : U˜ → Q e´ uma
aplicac¸a˜o contı´nua, G-invariante, tal que ϕ(U˜) e´ aberto em Q e a aplicac¸a˜o induzida
(tambe´m denotada ϕ) ϕ : U˜/G → ϕ(U˜) e´ um homeomorﬁsmo.
Observac¸a˜o 2.1.3. Se (U˜ , G, ϕ) e´ uma carta de orbifold no espac¸o topolo´gico Q,
sempre denotaremos por U o aberto ϕ(U˜) contido em Q.
Dadas cartas de orbifold (U˜ , G, ϕ) e (V˜ , H, ψ), dizemos que λ : U˜ → V˜ e´ um
mergulho entre cartas se λ e´ um mergulho de classe C∞ e ψ ◦ λ = ϕ.
Deﬁnic¸a˜o 2.1.4. Seja Q um espac¸o topolo´gico. Um atlas de orbifold em Q e´
uma famı´lia de cartas de orbifold em Q, {U˜α, Gα, ϕα}α∈Γ que cobre Q e tal que duas
cartas (U˜α, Gα, ϕα) e (U˜β, Gβ, ϕβ) desta famı´lia sa˜o compatı´veis no seguinte sentido:
Se Uα ∩ Uβ = ∅ onde Uθ = ϕθ(U˜θ) para todo θ ∈ Γ, enta˜o para cada p ∈ Uα ∩ Uβ
existe um aberto Wp ⊂ Uα ∩ Uβ e uma carta de orbifold (W˜p, Gp, ψp) com mergulhos
entre cartas λα : W˜p → U˜α e λβ : W˜p → U˜β.
Dizemos que um atlas {U˜ ′α, G′α, ϕ′α}α∈Γ′ e´ um reﬁnamento de {U˜α, Gα, ϕα}α∈Γ
se para toda carta (U˜α, Gα, ϕα) existe uma carta (U˜ ′β, G
′
β, ϕ
′
β) e um mergulho λ
′ :
U˜ ′β → U˜α. Dizemos tambe´m que dois atlases sa˜o equivalentes se eles possuem um
reﬁnamento comum.
Deﬁnic¸a˜o 2.1.5. Um orbifold efetivo de dimensa˜o n e´ um espac¸o de Hausdorff e
segundo conta´vel Q, munido de uma classe de equivaleˆncia de um atlas de orbifold
n-dimensional em Q.
Os exemplos mais simples de orbifolds que podemos encontrar sa˜o os seguin-
tes:
Exemplo 2.1.6. SuponhaX uma variedade diferencia´vel, com um atlas (U˜α, ϕα)α∈Γ,
onde U˜α ⊂ Rn e ϕα : U˜α → X e´ um homeomorﬁsmo sobre um aberto de X. Enta˜o,
e´ fa´cil ver que (U˜α, {1}, ϕα)α∈Γ e´ um atlas de orbifold em X. Assim, toda variedade
pode ser vista como orbifold.
Exemplo 2.1.7. Suponha que U˜ ⊂ Rn e´ um aberto, munido de uma ac¸a˜o efetiva
de um grupo ﬁnito G. Enta˜o, claramente o espac¸o quociente U˜/G tem estrutura de
orbifold, pois pode ser coberto por uma u´nica carta de orbifold (U˜ , G, π : U˜ → U˜/G).
Note que todo orbifold e´ localmente como um desses.
Deﬁnic¸a˜o 2.1.8. Seja X uma variedade diferencia´vel munida de uma ac¸a˜o de um
grupo G. Dizemos que um aberto S ⊂ X e´ G-esta´vel se satisfaz a seguinte propri-
edade: para todo g ∈ G, tem-se g(S) = S ou g(S)∩S = ∅. Se S e´ G-esta´vel, vemos
que GS := {g ∈ G|g(S) = S} e´ um subgrupo de G.
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Uma classe de exemplos um pouco menos trivial e que conte´m os dois exemplos
anteriores e´ dada pela seguinte proposic¸a˜o:
Proposic¸a˜o 2.1.9. Seja X uma variedade diferencia´vel munida de uma ac¸a˜o efetiva
de um grupo ﬁnito G. Enta˜o, X/G tem estrutura de orbifold.
Demonstrac¸a˜o: ComoG e´ um grupo ﬁnito, podemos cobrir a variedadeX por aber-
tos G-esta´veis Sα, de modo que cada Sα esteja contido em alguma carta (U˜α, ϕα)
de X. Desta forma, temos uma estrutura de orbifold em X/G, com cartas dadas
por (Sα, ϕ−1α GSαϕα, π|Sα ◦ ϕα). 
Observac¸a˜o 2.1.10. Um orbifold da forma X/G como na Proposic¸a˜o 2.1.9 e´ cha-
mado de orbifold quociente efetivo global.
Vejamos dois exemplos de quocientes efetivos globais.
Exemplo 2.1.11. Sejam X = B(0, 1) = {z ∈ C||z| < 1} e Cn o grupo cı´clico de
ordem n, formado pelas raı´ses n-e´simas da unidade. Enta˜o, Cn age em X por
rotac¸o˜es da seguinte forma:
Cn ×X → X
(g, z) → m(g, z)
Onde m e´ a multiplicac¸a˜o de nu´meros complexos. Esta ac¸a˜o e´ efetiva, logo o
quociente X/Cn tem estrutura de orbifold efetivo (coberto por uma u´nica carta de
orbifold). Note que topologicamente o quociente e´ novamente o disco aberto X,
pore´m a origem e´ o u´nico ponto com isotropia na˜o trivial. Assim, X/Cn e´ pensado
como um cone, onde o ve´rtice corresponde a` classe de 0 em X/Cn.
Exemplo 2.1.12. Outro exemplo de quociente efetivo global e´ o seguinte. Considere
X = R2 e G < Diﬀ(R2) o subgrupo gerado pela reﬂexa˜o
σ : R2 → R2
(x, y) → (x,−y)
Enta˜o, X/G e´ um orbifold. Aqui o espac¸o topolo´gico subjacente e´ H = {(x, y) ∈
R
2|y ≥ 0}. Note ainda que podemos generalizar esse exemplo para mostrar que
toda variedade com bordo N admite uma estrutura de orbifold. Basta ver que N e´
o quociente de seu dobro por uma ac¸a˜o via reﬂexa˜o atrave´s do bordo ∂N .
Exemplo 2.1.13. Suponha que X e´ uma variedade. Enta˜o o grupo sime´trico age
em Xn via permutac¸a˜o de coordenadas. Assim, Xn/Sn e´ um orbifold quociente
efetivo global.
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A seguir vamos fazer algumas deﬁnic¸o˜es, enunciar e demonstrar alguns resul-
tados que ajudara˜o a deixar mais claro o que de fato e´ um orbifold e qua˜o longe um
orbifold esta´ de ser uma variedade diferencia´vel. O seguinte lema, sobre grupos
ﬁnitos de difeomorﬁsmos de variedades, e´ um resultado muito importante para o
estudo de questo˜es locais em orbifolds. Sua demonstrac¸a˜o pode ser encontrada
em [MM03].
Lema 2.1.14. Sejam X uma variedade diferencia´vel, G ≤ Diﬀ(X) um subgrupo
ﬁnito de difeomorﬁsmos de X, e π : X → X/G a aplicac¸a˜o quociente canoˆnica. Se
U ⊂ X e´ um aberto conexo e f : U → X e´ aplicac¸a˜o diferencia´vel tal que π ◦ f = π,
enta˜o existe um u´nico g ∈ G, tal que f = g|U .
Proposic¸a˜o 2.1.15. Valem as seguintes aﬁrmac¸o˜es:
(i) Dados dois mergulhos λ, μ : U˜ → V˜ entre duas cartas de orbifold (U˜ , G, ϕ),
(V˜ , H, ψ), existe um u´nico h ∈ H tal que μ = h ◦ λ.
(ii) Como consequeˆncia do item acima cada mergulho λ : U˜ → V˜ induz um ho-
momorﬁsmo de grupos injetor λ′ : G → H.
(iii) Se h ∈ H e´ tal que λ(U˜) ∩ (h ◦ λ)(U˜) = ∅, enta˜o h ∈ Im(λ′) e portanto
λ(U˜) = h ◦ λ(U˜).
(iv) Se as ac¸o˜es dos grupos ﬁnitos Gα nos abertos U˜α sa˜o livres, enta˜o X e´ local-
mente euclidiano e portanto uma variedade diferencia´vel.
Demonstrac¸a˜o:
(i) Como λ e´ um difeomorﬁsmo sobre sua imagem, temos λ−1 : λ(U˜) ⊂ V → U˜
diferencia´vel. Assim, μ ◦ λ−1 : λ(U˜) ⊂ V → V e´ uma aplicac¸a˜o diferencia´vel.
Por serem mergulhos entre cartas, sabemos que ψ ◦ λ = ϕ e ψ ◦ μ = ϕ. Logo,
ψ ◦ μ ◦ λ−1 = ϕ ◦ λ−1 = ψ. Portanto, pelo lema 2.1.14, existe u´nico h ∈ H tal
que μ ◦ λ−1 = h, ou equivalentemente μ = h ◦ λ.
(ii) De fato, cada g ∈ G e´ um difeomorﬁsmo g : U˜ → U˜ , logo λ ◦ g : U˜ → V˜ e´ um
mergulho. Enta˜o, pelo item (i) existe u´nico h ∈ H tal que λ ◦ g = h ◦ λ. Deﬁna
λ′(g) = h. Assim, λ′ e´ homomorﬁsmo, pois λ ◦ g1 = h1 ◦ λ e λ ◦ g2 = h2 ◦ λ
implicam λ◦g1◦g2 = h1◦λ◦g2 = h1◦h2◦λ, o que implica λ′(g1g2) = λ′(g1)λ′(g2).
Por ﬁm, λ′ e´ injetor, pois λ′(g) = e implica λ(gx) = λ(x) para todo x ∈ U˜ , como
λ e´ injetora, segue gx = x para todo x ∈ U˜ , como a ac¸a˜o e´ efetiva temos que
g = e.
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(iii) Seja Z = λ(U˜)∩(h◦λ)(U˜). Enta˜o, temos uma aplicac¸a˜o diferencia´vel λ−1◦h◦λ :
λ−1(Z) ⊂ U˜ → U˜ . Note que, ϕ◦ (λ−1 ◦h◦λ) = ψ ◦h◦λ = ψ ◦λ = ϕ. Logo, pelo
Lema 2.1.14 existe um u´nico g ∈ G, tal que λ−1◦h◦λ = g, ou equivalentemente,
λ ◦ g = h ◦ λ. Portanto, h = λ′(g).

Sejam Q um orbifold e x ∈ Q. Considere (U˜ , G, ϕ) uma carta em torno de x
com ϕ(x˜) = x e seja Gx˜ o grupo de isotropia de x˜. Vamos provar que o grupo Gx˜
independe da escolha de uma carta a menos de isomorﬁsmo.
Seja (V˜ , H, ψ) outra carta em torno de x com ψ(y˜) = x. Pela deﬁnic¸a˜o de orbifold
existe uma carta (W˜x, K, θ) em torno de x, com θ(w˜) = x, e mergulhos entre cartas
λ1 : W˜x → U˜ , λ2 : W˜x → V˜ com λ1(w˜) = x˜ e λ2(w˜) = y˜. Pela Proposic¸a˜o 2.1.15
existem homomorﬁsmos injetores λ′1 : K → G, λ′2 : K → H, satisfazendo λ1(k1z) =
λ′1(k1)λ1(z) e λ2(k2z) = λ′2(k2)λ2(z), ∀k1, k2 ∈ K e para todo z ∈ W˜x. Assim, se k ∈
Kw˜, enta˜o λ′1(k) ∈ Gx˜ e λ′2(k) ∈ Hy˜. Logo, existem as restric¸o˜es (que permanecem
injetoras) λ′1 : Kw˜ → Gx˜ e λ′2 : Kw˜ → Hy˜.
Ale´m disso, dado g ∈ Gx˜, temos gx˜ = x˜ e por hipo´tese λ1(w˜) = x˜. Daı´ segue que
g ◦λ1(W˜x)∩λ(W˜x) = ∅. E pelo item (iii) da proposic¸a˜o Proposic¸a˜o 2.1.15 temos que
g ∈ Im(λ′1). Logo, λ′1 e´ isomorﬁsmo entre Kw˜ e Gx˜. Analogamente λ′2 e´ isomorﬁsmo
entre Kw˜ e Hy˜. Portanto, Gx˜ e´ isomorfo a Hy˜. Note que se tomarmos outro ponto
x′, tal que ϕ(x′) = x, temos que Gx˜ e Gx′ sa˜o subgrupos conjugados e portanto a
escolha de x˜ em ϕ−1(x) na˜o altera a classe de isomorﬁsmo de Gx˜. Isto motiva a
seguinte deﬁnic¸a˜o.
Deﬁnic¸a˜o 2.1.16. Sejam Q um orbifold, x ∈ Q e (U˜ , G, ϕ) uma carta de Q ao redor
do ponto x. Tome x˜ ∈ U˜ tal que ϕ(x˜) = x. Deﬁnimos a isotropia do ponto x como
Gx˜, o grupo de isotropia do ponto x˜. E deﬁnimos o grau de singularidade do ponto
x como |Gx˜|, a ordem do grupo Gx˜.
Note que pelas observac¸o˜es do para´grafo acima, o grupo de isotropia em x esta´
bem deﬁnido a menos de isomorﬁsmo e por este motivo o grau de singularidade de
x esta´ bem deﬁnido (na˜o depende da escolha da carta (U˜ , G, ϕ) e nem do ponto
escolhido em ϕ−1(x))
Deﬁnic¸a˜o 2.1.17. Seja Q um orbifold. Dizemos que x ∈ Q e´ um ponto regular se o
seu grau de singularidade e´ 1, ou seja, se o grupo de isotropia em x e´ trivial. Caso
contra´rio o ponto x e´ dito singular. Denotaremos por Σ(Q) := {x ∈ Q|Gx˜ = {1}} o
conjunto dos pontos singulares do orbifold Q.
Observac¸a˜o 2.1.18. O conjunto de singularidades Σ(Q) e´ um conjunto fechado em
Q e possui interior vazio. E o complementar deste conjunto, Q \Σ(Q) tem estrutura
de variedade diferencia´vel.
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Vejamos agora um exemplo de quociente efetivo global por uma ac¸a˜o num toro.
Exemplo 2.1.19. Seja Tn = (S1)n. O grupo GLn(Z) age em Rn levando Zn em
Z
n, portanto isto induz uma ac¸a˜o de GLn(Z) em Rn/Zn = Tn. Assim, para encon-
trarmos exemplos de orbifolds como quocientes, basta encontrar subgrupos ﬁnitos
de GLn(Z). Por exemplo, tomando a involuc¸a˜o − Id : R4 → R4, temos um orbifold
quociente T4/{σ,−σ}, onde
σ : T4 → T4; (eit1 , eit2 , eit3 , eit4) → (e−it1 , e−it2 , e−it3 , e−it4)
Este orbifold e´ chamado de superfı´cie de Kummer e possui 16 pontos singulares
isolados.
Deﬁnic¸a˜o 2.1.20. Uma ac¸a˜o de um grupo de Lie K em uma variedade X e´ dita
quase-livre se, para todo x ∈ X o grupo de isotropia do ponto x, Kx := {g ∈
K|gx = x} e´ ﬁnito.
Deﬁnic¸a˜o 2.1.21. Suponha que K e´ um grupo de Lie que age em uma variedade
X via μ : K ×X → X. Uma subvariedade mergulhada Sx ⊂ X e´ chamada de slice
no ponto x se satisfaz as seguintes propriedades:
(i) O grupo de isotropia do ponto x preserva Sx, i.e. para todo g ∈ Kx e para todo
s ∈ Sx vale gs ∈ Sx.
(ii) Se g ∈ K e´ tal que para algum s ∈ Sx, vale gs ∈ Sx, enta˜o g ∈ Kx e´ um
elemento da isotropia.
(iii) O conjunto KSx := {gs ∈ X|g ∈ Kx e s ∈ Sx} e´ um aberto em X.
(iv) A restric¸a˜o da ac¸a˜o μ, μ : K × Sx → KSx ⊂ X induz um difeomorﬁsmo
μ : (K×Sx)/Kx → KSx. Aqui (K×Sx)/Kx e´ o quociente pela ac¸a˜o Kx× (K×
Sx) → (K × Sx), dada por h(g, s) = (gh−1, hs).
A seguir enunciamos o teorema devido a Palais [Pal61] sobre a existeˆncia de
slices para ac¸o˜es pro´prias. Uma demonstrac¸a˜o acessı´vel pode ser encontrada em
[AB09].
Teorema 2.1.22 (Existeˆncia de slices). Suponha que μ : K × X → X e´ uma ac¸a˜o
pro´pria de um grupo de Lie K sobre uma variedade X. Enta˜o, para todo x ∈ X,
existe um slice Sx no ponto x.
Agora veremos um teorema que nos da´ condic¸o˜es suﬁcientes para que o espac¸o
quociente de uma variedade diferencia´vel X pela ac¸a˜o de um grupo de Lie K seja
um orbifold. O teorema a seguir e´ consequeˆncia do teorema de existeˆncia de slices
e fornece outra classe de exemplos de orbifolds.
Capı´tulo 2. Orbifolds 33
Teorema 2.1.23. Seja K um grupo de Lie que age suavemente numa variedade X,
tal que a ac¸a˜o e´ efetiva, pro´pria e quase-livre. Enta˜o, a ac¸a˜o induz uma estrutura
de orbifold efetivo no quociente X/K.
Deﬁnic¸a˜o 2.1.24. Um orbifold X/K obtido como no teorema acima e´ chamado de
orbifold quociente efetivo.
Um fato interessante e´ que, todo orbifold efetivo Q e´ isomorfo a um orbifold quo-
ciente efetivo (ver 2.2.2 para a deﬁnic¸a˜o de isomorﬁsmo entre orbifolds). Veremos
uma demonstrac¸a˜o deste fato mais adiante.(vide Sec¸a˜o 2.3).
Exemplo 2.1.25. Sejam, p, q inteiros primos entre si. Enta˜o, temos uma ac¸a˜o efetiva
e quase-livre de S1 em S3 ⊂ C× C, dada por:
S
1 × S3 → S3; (w, (z1, z2)) → (wpz1, wqz2)
A ac¸a˜o e´ pro´pria pos S1 e´ compacto. Logo, pelo teorema 2.1.23, segue que S3/S1
tem estrutura de orbifold.
Embora todo orbifold seja um quociente efetivo, pode-se mostrar que existem
orbifolds que na˜o sa˜o quocientes efetivos globais. Por exemplo, demonstraremos
no capı´tulo 3 que qualquer orbifold da forma S3/S1 como no Exemplo 2.1.25 na˜o
e´ um quociente global, utilizando para isto a noc¸a˜o de grupo fundamental de um
orbifold.(Ver Exemplo 3.1.21 e Exemplo 3.3.13).
2.2 Difeomorﬁsmos entre orbifolds
Nesta sec¸a˜o introduzimos a noc¸a˜o de aplicac¸a˜o diferencia´vel entre orbifolds se-
guindo [ALR07, MM03]. Veremos que e´ possı´vel deﬁnir uma categoria Orb, formada
por orbifolds e aplicac¸o˜es diferencia´veis entre eles.
Deﬁnic¸a˜o 2.2.1. Sejam Q1 e Q2 orbifolds. Uma aplicac¸a˜o f : Q1 → Q2 e´ dita dife-
rencia´vel (de classe C∞), se para cada x ∈ X existem cartas (U˜ , G, ϕ), (V˜ , H, ψ)
em torno de x e f(x) respectivamente, tais que f(U) ⊂ V (onde U = ϕ(U˜) e
V = ψ(V˜ )) e f pode ser levantada a uma aplicac¸a˜o suave f˜ : U˜ → V˜ . Ou seja,
ψ ◦ f˜ = f ◦ ϕ.
Deﬁnic¸a˜o 2.2.2. Uma aplicac¸a˜o f : Q1 → Q2 e´ chamada de difeomorﬁsmo de
orbifolds se f e´ um homeomorﬁsmo diferencia´vel com inversa f−1 diferencia´vel.
E´ fa´cil ver que a aplicac¸a˜o identidade IdQ : Q → Q e´ diferencia´vel para todo orbi-
fold Q. Ale´m disso, pode-se provar que a composic¸a˜o de aplicac¸o˜es diferencia´veis
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e´ uma aplicac¸a˜o diferencia´vel. Assim, temos uma categoria Orb, formada pelos
orbifolds e aplicac¸o˜es diferencia´veis entre eles. Os isomorﬁsmos desta categoria
sa˜o os difeomorﬁsmos da Deﬁnic¸a˜o 2.2.2.
Lema 2.2.3. Sejam f : Q1 → Q2 um difeomorﬁsmo de orbifolds, (U˜ , G, ϕ), (V˜ , H, ψ)
cartas em torno de x e f(x) respectivamente e f˜ : U˜ → V˜ e´ um levantamento como
na Deﬁnic¸a˜o 2.2.1. Enta˜o, f˜ e´ um um difeomorﬁsmo sobre a sua imagem f˜(U˜) ⊂ V˜ ,
a qual e´ um aberto em V˜ .
Demonstrac¸a˜o: Por hipo´tese temos ψf˜ = fφ. Como f−1 tambe´m e´ aplicac¸a˜o
diferencia´vel entre orbifolds, podemos supor que existe um levantamento ˜f−1 : W˜ ⊂
V˜ → U˜ tal que φ ˜f−1 = f−1ψ. Logo, a aplicac¸a˜o suave f˜ ˜f−1 : W˜ ⊂ V˜ → V˜ satisfaz
ψ(f˜ ˜f−1) = (fφ) ˜f−1 = f(f−1ψ) = ψ
Assim, pelo Lema 2.1.14, existe u´nico h ∈ H tal que f˜ ˜f−1 = h. Analogamente,
prova-se que existe u´nico g ∈ G tal que ˜f−1f˜ = g. Em particular, f˜ ˜f−1 e ˜f−1f˜ sa˜o
difeomorﬁsmos, donde segue que f˜ e´ difeomorﬁsmo sobre sua imagem. 
Lema 2.2.4. Sejam f : Q1 → Q2 um difeomorﬁsmo de orbifolds, (U˜ , G, ϕ), (V˜ , H, ψ)
cartas em torno de x e f(x) respectivamente e f˜ : U˜ → V˜ e´ um levantamento como
na deﬁnic¸a˜o 2.2.1. Enta˜o, f˜ induz um isomorﬁsmo de grupos f ′ : Gx˜ → Hf(x˜).
Demonstrac¸a˜o: Como vimos no Lema 2.2.3, f˜ : U˜ → V˜ e´ um difeomorﬁsmo sobre
sua imagem W˜ ⊂ V˜ , com ψf˜ = fφ. Logo existe uma inversa f˜−1 : W˜ → U˜ . Dado
g ∈ G, temos a aplicac¸a˜o suave f˜ gf˜−1 : W˜ ⊂ V˜ → V˜ satisfazendo
ψ(f˜ gf˜−1) = (ψf˜)gf˜−1 = fφgf˜−1 = fφf˜−1 = ψf˜ f˜−1 = ψ
Assim, pelo Lema 2.1.14, existe u´nico h ∈ H tal que f˜ gf˜−1 = h. Ou ainda, f˜ g = hf˜ .
Deﬁnimos assim um homomorﬁsmo de grupos f ′ : G → H, dado por f ′(g) = h,
onde h e´ o u´nico elemento de H tal que f˜ g = hf˜ . Claramente, f ′ leva o grupo de
isotropia do ponto x˜ ∈ U˜ isomorﬁcamente sobre o grupo de isotropia de f˜(x˜) ∈ V˜ .

Corola´rio 2.2.5. Os orbifolds B(0, 1)/Cm e B(0, 1)/Cn do exemplo 2.1.11 sa˜o iso-
morfos se, e somente se, m = n.
Demonstrac¸a˜o: E´ evidente que se m = n, a aplicac¸a˜o Id : B(0, 1)/Cn → B(0, 1)/Cn
e´ isomorﬁsmo de orbifolds. Reciprocamente, suponha que
f : B(0, 1)/Cn → B(0, 1)/Cm
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e´ difeomorﬁsmo de orbifolds. Como [0] e´ o u´nico ponto singular, tanto de B(0, 1)/Cn
quanto de B(0, 1)/Cm, devemos ter f([0]) = [0]. Pelo lema acima, existe um isomor-
ﬁsmo entre (Cn)0 = Cn e (Cm)0 = Cm. Portanto, m = n. 
Observac¸a˜o 2.2.6. Note que, como espac¸os topolo´gicos B(0, 1)/Cn e B(0, 1)/Cm
sa˜o ambos homeomorfos a B(0, 1) e portanto simplesmente conexos. Assim, o
grupo fundamental usual na˜o distingue B(0, 1)/Cn e B(0, 1)/Cm do ponto de vista
de orbifolds. Pore´m, a partir do capı´tulo 3 desta dissertac¸a˜o, iniciaremos o estudo
do grupo fundamental de um orbifold e veremos que esta nova noc¸a˜o de grupo
fundamental e´ um invariante mais ﬁno do que π1, da classe de isomorﬁsmo de
um orbifold dado. Ale´m disso, veremos que o grupo fundamental de B(0, 1)/Cn e´
isomorfo a Cn, ∀n ∈ N, obtendo assim uma nova demonstrac¸a˜o do corola´rio acima
(vide Exemplo 3.3.11).
2.3 Orbifolds efetivos como quocientes por ac¸o˜es de
grupos de Lie
Nesta sec¸a˜o vamos indroduzir o conceito de ﬁbrado tangente de um orbifold e a
partir disso vamos tambe´m deﬁnir o ﬁbrado de referenciais ortogonais OF (Q) as-
sociado a um orbifold efetivo Q. Veremos ainda que OF (Q) e´ uma variedade dife-
rencia´vel que admite uma ac¸a˜o efetiva e quase-livre do grupo compacto O(n) onde
n = dimQ, tal que OF (Q)/O(n) e´ um orbifold isomorfo a Q. Como consequeˆncia, a
menos de difeomorﬁsmo todo orbifold e´ da forma X/K como no Teorema 2.1.23.
Suponha que Q e´ um orbifold com atlas (U˜α, Gα, ϕα)α∈Λ e considere cartas de Q
(U˜α, Gα, ϕα), (U˜β, Gβ, ϕβ) que se intersectam. Enta˜o, pela deﬁnic¸a˜o de compatibili-
dade, existem (W˜ ,K, θ) uma outra carta, λα : W˜ → U˜α e λβ : W˜ → U˜β mergulhos
entre cartas. Assim, a aplicac¸a˜o λβ ◦ λ−1α : λα(W˜ ) → λβ(W˜ ) e´ um difeomorﬁsmo
de um aberto de U˜α para um aberto de U˜β. Podemos enta˜o deﬁnir uma relac¸a˜o
de equivaleˆncia ϕα(u˜) ∼ ϕβ(v˜) se, e somente se, λβ ◦ λ−1α (u˜) = v˜. A aplicac¸a˜o
ϕ :
⊔
α∈Λ(U˜α/Gα) → Q induz um homeomorﬁsmo Φ :
⊔
α∈Λ(U˜α/Gα)
∼ → Q. Isto e´, as
aplicac¸o˜es λβ ◦λ−1α podem ser pensadas como func¸o˜es de transic¸a˜o entre as cartas
do orbifold e, identiﬁcando pontos em cartas distintas utilizando essas func¸o˜es de
transic¸a˜o, podemos reobter o espac¸o Q.
Utilizaremos uma abordagem semelhante agora para construir o ﬁbrado tan-
gente de um orbifold. Primeiro construı´mos o ﬁbrado tangente carta a carta e de-
pois, utilizando as transic¸o˜es colamos os ﬁbrados sobre cartas que se intersectam.
Seja (U˜ , G, ϕ) uma carta de Q. Como G age em U˜ e´ fa´cil ver que G age em
T U˜ da seguinte forma: dado (u˜, v) ∈ Tu˜U˜ , deﬁnimos g(u˜, v) = (gu˜,Dg(u˜)v) ∈ Tgu˜U˜ .
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Se π : T U˜ → U˜ e´ a projec¸a˜o do ﬁbrado tangente, enta˜o π e´ G-equivariante. Logo,
temos uma aplicac¸a˜o induzida π : T U˜/G → U˜/G e, compondo com o mapa ϕ,
temos uma projec¸a˜o p := ϕ ◦ π : T U˜/G → U = ϕ(U˜).
Aﬁrmac¸a˜o 2.3.1. Seja x˜ ∈ U˜ tal que ϕ(x˜) = x ∈ U . A ﬁbra p−1(x) da projec¸a˜o p
sobre o ponto x esta´ em bijec¸a˜o com Tx˜U˜/Gx. Onde Gx e´ a isotropia no ponto x
que age em Tx˜U˜ via diferencial.
Demonstrac¸a˜o: De fato, p−1(x) = {G(x˜, v)|v ∈ Tx˜U˜} e assim podemos deﬁnir
f : p−1(x) → Tx˜U˜/Gx˜
G(x˜, v) → Gx˜(v)
Note que G(x˜, v) = G(x˜, w) ⇔ ∃g ∈ G tal que g(x˜, v) = (x˜, w) ⇔ gx˜ = x˜ e
Dg(x˜)v = w ⇔ g ∈ Gx˜ e Dg(x˜)v = w ⇔ Gx˜v = Gx˜w. Portanto, f esta´ bem deﬁnida
e e´ injetora, claramente f tambe´m e´ sobrejetora.

Portanto, construı´mos um ﬁbrado sobre U , p : T U˜/G → U ⊂ Q, cuja ﬁbra tı´pica
na˜o e´ um espac¸o vetorial mas sim da forma Rn/K onde K e´ um subgrupo ﬁnito de
GLn(R).
Considere agora um atlas (U˜α, Gα, ϕα)α∈Λ para Q. Pela construc¸a˜o anterior te-
mos projec¸o˜es pα : T U˜α/Gα → Uα ⊂ Q. Se (U˜α, Gα, ϕα), (U˜β, Gβ, ϕβ) se intersectam
em Q e λβ ◦ λ−1α : λα(W˜ ) → λβ(W˜ ) e´ uma func¸a˜o de transic¸a˜o, derivando obtemos
D(λβ ◦ λ−1α ) : Tλα(W˜ ) → Tλβ(W˜ ) como func¸a˜o de transic¸a˜o. Portanto, podemos
deﬁnir uma relac¸a˜o de equivaleˆncia: Gα(x˜, v) ∈ T U˜α/Gα ∼ Gβ(y˜, w) ∈ T U˜β/Gβ se,
e somente se,(λβ ◦ λ−1α )(x˜) = y˜ e D(λβ ◦ λ−1α )(x˜)v = w.
Deﬁnic¸a˜o 2.3.2. Deﬁnimos o ﬁbrado tangente de Q como TQ :=
⊔
α∈Λ T U˜α/Gα
∼ ,
onde ∼ denota a relac¸a˜o de equivaleˆncia obtida acima. O conjunto TQ sera´ munido
da menor topologia tal que as aplicac¸o˜es naturais T U˜α/Gα ↪→ TQ sejam homeo-
morﬁsmos. Ale´m disso, temos uma projec¸a˜o, p : TQ → Q, induzida pelas projec¸o˜es
pα : T U˜α/Gα → Uα ⊂ Q.
Proposic¸a˜o 2.3.3. Se Q e´ um orbifold n-dimensional com cartas (U˜α, Gα, ϕα), enta˜o
TQ tem estrutura de orbifold 2n-dimensional, com cartas de orbifold (T U˜α, Gα, ψα :
T U˜α → T U˜α/Gα ↪→ TQ).
Agora construı´remos o ﬁbrado de referenciais ortogonais associado a um orbi-
fold efetivo Q. Para tal utilizaremos uma abordagem semelhante a` da construc¸a˜o
do ﬁbrado tangente. Primeiro construı´mos carta a carta e depois colamos utilizando
as func¸o˜es de transic¸a˜o.
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Considere (U˜ , G, ϕ) uma carta de Q (orbifold n-dimensional) e considere 〈, 〉,
um produto interno G-invariante em T U˜ . Deﬁnimos enta˜o OFr(U˜) = {(x˜, B)|B :
R
n → Tx˜U˜) e´ isometria}, onde Rn e´ tomado com a me´trica euclidiana usual e Tx˜U˜
tem a me´trica 〈, 〉x˜. O grupo G age a` esquerda em OFr(U˜) da seguinte forma:
g(x˜, B) = (gx˜,Dg(x˜)B), ale´m disso essa ac¸a˜o e´ livre, pois g(x˜, B) = (x˜, B) ⇒ g ∈
Gx˜ e Dg(x˜)B = B ⇒ g ∈ Gx˜ e Dg(x˜) = Id ⇒ g = 1. Portanto, como OFr(U˜) e´
variedade diferencia´vel e a ac¸a˜o de G e´ livre e pro´pria, o quociente OFr(U˜)/G e´
uma variedade diferencia´vel. Nesta variedade temos uma ac¸a˜o natural do grupo
ortogonal O(n) a` direita, deﬁnida por [(x˜, B)]A = [x˜, BA]. Esta ac¸a˜o e´ transitiva
nas ﬁbras da projec¸a˜o π : OFr(U˜)/G → U˜/G = U , dada por π[(x˜, B)] = ϕ(x˜). De
fato, dadas duas classes [(x˜, B)], [(y˜, C)], tais que π([(x˜, B)]) = π([(y˜, C)]), temos
que ϕ(x˜) = ϕ(y˜). Logo, existe g ∈ G tal que gx˜ = y˜, e temos isometrias B : Rn →
Tx˜U˜ , C : R
n → Ty˜U˜ e Dg(x˜) : Tx˜U˜ → Ty˜U˜ . Segue que C−1 ◦ Dg(x˜) ◦ B ∈ O(n) e
[(y˜, C)]C−1 ◦Dg(x˜) ◦B = [(gx˜,Dg(x˜)B)] = [(x˜, B)], assim [(x˜, B)] e [(y˜, C)] esta˜o na
mesma o´rbita pela ac¸a˜o de O(n).
Vejamos quem e´ a isotropia de um ponto gene´rico por esta ac¸a˜o de O(n). Con-
sidere o ponto [(x˜, I)] e A ∈ O(n), enta˜o [(x˜, I)]A = [(x˜, I)] ⇔ ∃g ∈ G tal que
g((x˜, I)) = (x˜, IA) ⇔ (gx˜,Dg(x˜)I) = (x˜, IA) ⇔ g ∈ Gx˜ e Dg(x˜)I = IA. Portanto o
grupo de isotropia no ponto [(x˜, I)] e´ dado por O(n)[(x˜,I)] = {I−1Dg(x˜)I|g ∈ Gx˜} que
e´ isomorfo a Gx˜, pois a aplicac¸a˜o Gx˜ → O(Tx˜U˜), dada por g → Dg(x˜) e´ injetora.
E por ﬁm, tomando o quociente OFr(U˜)/G → OFr(U˜)/G
O(n)
obtemos a menos de
isomorﬁsmo a projec¸a˜o π : OFr(U˜)/G → U˜/G = U ⊂ Q.
Deﬁnic¸a˜o 2.3.4. Seja Q um orbifold com atlas (U˜α, Gα, ϕα)α∈Λ. Repetindo a cons-
truc¸a˜o acima carta a carta obtemos para todo α ∈ Λ uma variedade diferencia´vel
OFr(U˜α)/Gα com uma ac¸a˜o a` direita do grupo O(n). Deﬁnimos enta˜o o ﬁbrado
de referenciais ortogonais de Q como o quociente OFr(Q) =
⊔
α OFr(U˜α)/Gα
∼ , em
que identiﬁcamos pontos dos ﬁbrados sobre cartas distintas utilizando as func¸o˜es
de transic¸a˜o da deﬁnic¸a˜o do ﬁbrado tangente TQ. Pela construc¸a˜o acima, note que
existe uma projec¸a˜o π : OFr(Q) → Q, dada localmente por πα : OFr(U˜α)/Gα →
U˜α/Gα = U ⊂ Q; πα([x˜, B]) = ϕα(x˜).
Segue do que vimos previamente que o ﬁbrado de referenciais OFr(Q) e´ uma
variedade diferencia´vel, pois e´ localmente o quociente de uma variedade por uma
ac¸a˜o livre de um grupo ﬁnito. Ale´m disso, satisfaz outras propriedades interessan-
tes, uma delas enunciada no pro´ximo teorema:
Teorema 2.3.5. Se Q e´ um orbifold n-dimensional, o ﬁbrado de referenciais ortogo-
nais OFr(Q) e´ uma variedade diferencia´vel e possui uma ac¸a˜o do grupo ortogonal
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O(n) a` direita, obtida a partir das ac¸o˜es de O(n) deﬁnidas carta a carta. Tal ac¸a˜o e´
pro´pria, efetiva e quase-livre e o orbifold quociente OFr(Q)/O(n) e´ isomorfo a Q.
Demonstrac¸a˜o: Note que a projec¸a˜o π : OFr(Q) → Q induz um homeomor-
ﬁsmo π : OFr(Q)/O(n) → Q, pois a ac¸a˜o de O(n) em OFr(Q) e´ transitiva nas
ﬁbras de π. Ale´m disso, esta aplicac¸a˜o e´ um isomorﬁsmo de orbifolds. De fato,
localmente OFr(Q)/O(n) tem cartas dadas por V ×G O(n) → V/G, onde V ⊂
OFr(Q) e´ um slice com respeito a` ac¸a˜o de O(n). Como vimos na construc¸a˜o de
OFr(Q), a projec¸a˜o OFr(U˜)/G → OFr(U˜)/G
O(n)
e´ a menos de isomorﬁsmo a projec¸a˜o
π : OFr(U˜)/G → U˜/G = U , portanto π tem levantamentos locais que sa˜o difeomor-
ﬁsmos locais. Para mais detalhes vide [ALR07]. 
Corola´rio 2.3.6. Todo orbifold efetivo Q e´ difeomorfo como orbifold a` um da forma
X/K, como no Teorema 2.1.23, onde X e´ variedade e K e´ um grupo de Lie que
age de forma pro´pria, efetiva e quase-livre.
Note que o grupo ortogonal O(n) e´ desconexo, assim o ﬁbrado de referenciais
ortogonais OFr(Q) e´ em geral uma variedade desconexa. Podemos remediar essa
situac¸a˜o utilizando a noc¸a˜o de ﬁbrado de referenciais unita´rios de Q. Ou seja,
podemos construir sobre uma carta (U˜ , G, ϕ) um ﬁbrado UFr(U˜) := {(x˜, B)|B :
C
n → Tx˜U˜ ⊗ C e´ isometria}. Assim, aplicando as mesmas ideias que utilizamos
acima, para todo orbifold Q temos uma variedade UFr(Q), chamada de ﬁbrado de
referenciais unita´rios de Q. Temos um teorema ana´logo ao Teorema 2.3.5.
Teorema 2.3.7. SeQ e´ um orbifold n-dimensional, o ﬁbrado de referenciais unita´rios
UFr(Q) e´ uma variedade diferencia´vel e possui uma ac¸a˜o do grupo unita´rio U(n) a`
direita obtida a partir das ac¸o˜es de U(n) deﬁnidas carta a carta. Tal ac¸a˜o e´ pro´pria,
efetiva e quase-livre e o orbifold quociente UFr(Q)/U(n) e´ isomorfo a Q.
Agora veremos que, para todo orbifold conexo Q, a variedade UFr(Q) e´ conexa.
isto decorre do seguinte lema:
Lema 2.3.8. Suponha que K e´ um grupo topolo´gico que age continuamente sobre
um espac¸o topolo´gico X, de modo que K e X/K sa˜o espac¸os conexos. Enta˜o, X
e´ conexo.
Demonstrac¸a˜o: Suponha por absurdo que K e X/K sa˜o conexos mas X e´ desco-
nexo. Enta˜o, por deﬁnic¸a˜o existem abertos disjuntos U, V ⊂ X, na˜o vazios tais que
U ∪ V = X. Como a ac¸a˜o e´ contı´nua, a aplicac¸a˜o de o´rbita μx : K → X e´ contı´nua
para todo x, assim leva o conexo K sobre um conexo, donde segue que a o´rbita
Kx e´ conexa para todo x. Logo, Kx ⊂ U ou Kx ⊂ V e temos que π(U) e π(V )
sa˜o conjuntos disjuntos, pois um ponto de U e um ponto de V nunca pertencem a
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uma mesma o´rbita. Note que a projec¸a˜o canoˆnica π : X → X/K e´ uma aplicac¸a˜o
aberta, pois se U ⊂ X e´ aberto, enta˜o π−1(π(U)) = ∪k∈K(kU) e´ unia˜o de abertos,
logo π(U) e´ um aberto na topologia quociente. Assim, π(U) e π(V ) sa˜o abertos
disjuntos em X/K cuja unia˜o e´ X/K. Portanto, concluı´mos que X/K e´ desconexo,
obtendo uma contradic¸a˜o. 
Corola´rio 2.3.9. Se Q e´ orbifold conexo, enta˜o o ﬁbrado de referenciais unita´rios
UFr(Q) e´ conexo.
Demonstrac¸a˜o: Note que U(n) e´ um grupo de Lie conexo que age em UFr(Q) e
o quociente UFr(Q)/U(n) e´ homeomorfo a Q que e´ conexo por hipo´tese. Portanto,
segue do Lema 2.3.8 que o espac¸o UFr(Q) e´ conexo. 
Corola´rio 2.3.10. Todo orbifold efetivo Q conexo e´ difeomorfo como orbifold a um
da forma X/K, como no Teorema 2.1.23, onde X e´ variedade conexa e K e´ um
grupo de Lie conexo que age de forma pro´pria, efetiva e quase-livre.
Observac¸a˜o 2.3.11. Para encerrar esta sec¸a˜o, mencionamos que devido ao co-
rola´rio acima, obtemos no capı´tulo 3 desta dissertac¸a˜o uma descric¸a˜o do grupo
fundamental de um orbifold efetivo Q (no sentido que deixaremos explı´cito no re-
ferido capı´tulo) em termos do grupo fundamental usual π1(UFr(Q)). (vide Exem-
plo 3.3.14).
2.4 Orbifolds como grupoides
Nesta sec¸a˜o seguimos [Moe02, MP97, MM03] e [ALR07] para apresentar uma
demonstrac¸a˜o do teorema demonstrado originalmente por Moerdjik e Pronk [MP97])
que garante que o espac¸o de o´rbitas de um grupoide Lie G ⇒ X pro´prio, e´tale e
efetivo tem uma estrutura natural de orbifold efetivo.
Este fato pode comec¸ar a ser observado no seguinte lema:
Lema 2.4.1. Seja G ⇒ X um grupoide pro´prio e e´tale. Dado x ∈ X, existe uma
vizinhanc¸a Ux de x, na qual o grupo de isotropia Gx age por difeomorﬁsmos.
Demonstrac¸a˜o: Seja g ∈ Gx, enta˜o s(g) = t(g) = x. Como s e´ um difeomorﬁsmo
local, existem Vg ⊂ G e Ux ⊂ X vizinhanc¸as de g e de x respectivamente, tais
que s : Vg → Ux e´ um difeomorﬁsmo. Se necessa´rio diminuindo um pouco estas
vizinhanc¸as, podemos supor que t : Vg → Ux tambe´m e´ um difeomorﬁsmo. Logo,
podemos deﬁnir o difeomorﬁsmo g˜ := t ◦ (s|Vg)−1 : Ux → Ux. Pelo fato de G ser
pro´prio e e´tale, podemos supor que existe uma mesma vizinhanc¸a Ux, tal que para
cada g ∈ Gx temos g˜ = t ◦ (s|Vg)−1 : Ux → Ux e´ um difeomorﬁsmo. Assim, temos
uma ac¸a˜o ∼: Gx → Diﬀ(Ux), dada por g → g˜. 
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Deﬁnic¸a˜o 2.4.2. Um grupoide pro´prio e e´tale G ⇒ X e´ chamado de efetivo se para
todo x ∈ X existe uma vizinhanc¸a Ux de x tal que o homomorﬁsmo Gx → Diﬀ(Ux) e´
injetor.
Teorema 2.4.3. Seja G ⇒ X um grupoide de Lie pro´prio, e´tale e efetivo. Enta˜o, o
espac¸o de o´rbitas Q = X/G pode ser munido de uma estrutura de orbifold efetivo,
construı´da a partir do grupoide G.
Demonstrac¸a˜o: Dado que s, t : G → X sa˜o difeomorﬁsmos locais, temos que a
aplicac¸a˜o quociente π : X → X/G e´ uma aplicac¸a˜o aberta. Logo, o quociente X/G
e´ um espac¸o de Hausdorff se o subespac¸o {(x, y) ∈ X ×X|π(x) = π(y)} e´ fechado
em X × X. Mas a aplicac¸a˜o (s, t) : G → X × X e´ contı´nua e pro´pria, logo e´ uma
aplicac¸a˜o fechada, pois G e´ localmente compacto. Assim temos Im(s, t) = {(x, y) ∈
X ×X|π(x) = π(y)} fechado e portanto X/G e´ de Hausdorff.
Agora vamos construir as cartas de orbifold para X/G. Para tanto, vamos en-
contrar para cada x ∈ X, uma vizinhanc¸a Nx ⊂ X onde o grupo de isotropia Gx
age efetivamente. Seja x ∈ X, como o grupo de isotropia Gx e´ discreto, para cada
g ∈ Gx podemos tomar Wg vizinhanc¸a de g em G1 de modo que Wg∩Wh = ∅, ∀g = h.
Deﬁnimos um aberto Ux contendo x por Ux = ∩g∈Gxs(Wg). Como a aplicac¸a˜o (s, t) e´
fechada temos que (s, t)(G \ ∪g∈GxWg) e´ fechado em X ×X e o ponto (x, x) esta´ no
complementar desse fechado. Assim, existe uma vizinhanc¸a do ponto x, Vx ⊂ X,
tal que (Vx × Vx) ∩ (s, t)(G \ ∪g∈GxWg) = ∅, e podemos supor que Vx ⊂ Ux.
Portanto, para cada h ∈ G1, com s(h), t(h) ∈ Vx, temos que h ∈ ∪g∈GxWg, como
consequeˆncia h ∈ Wg para algum g ∈ Gx, e assim podemos deﬁnir o difeomorﬁsmo
g˜ = t ◦ (s|Wg)−1. Como Vx ⊂ s(Wg), ∀g ∈ Gx, obtemos a vizinhanc¸a desejada do
ponto x, dada por Nx := {y ∈ Vx|g˜(y) ∈ Vx, ∀g ∈ Gx}. Por deﬁnic¸a˜o, se y ∈ Nx
enta˜o g˜(y) ∈ Nx, logo temos um homomorﬁsmo de grupos Gx → Diﬀ(Nx), dado
por g → g˜. Ale´m disso, como G e´ grupoide efetivo, o homomorﬁsmo e´ injetor.
Em outras palavras, Gx age efetivamente em Nx. Deﬁnindo, para cada g ∈ Gx,
Og = Wg ∩ s−1(Nx), temos que s−1(Nx) ∩ t−1(Nx) = unionsqg∈GxOg. Portanto, vemos que
G|Nx ⇒ Nx e´ isomorfo ao grupoide de ac¸a˜o Gx × Nx ⇒ Nx e consequentemente
Nx/Gx e´ um aberto em Q = X/G.
Ja´ construı´mos cartas de orbifold (Nx,Gx, π|Nx) sobre o espac¸o topolo´gico Q =
X/G. Agora vamos mostrar que essas cartas sa˜o compatı´veis duas a duas. Supo-
nha (Nx,Gx, π|Nx) e (Ny,Gy, π|Ny) cartas, tais que π(Nx) ∩ π(Ny) = ∅, enta˜o existe
z ∈ X tal que π(z) ∈ π(Nx)∩ π(Ny). Tome ﬂechas g : z → x′ ∈ Nx e h : z → y′ ∈ Ny.
podemos escolher vizinhanc¸as Wg  g, Wh  h e (Nz,Gz, π|Nz) carta, de modo que
s, t sejam difeomorﬁsmos quando restritas a Wg e Wh, s(Wg) = Nz = s(Wh) e
t(Wg) ⊂ Nx, t(Wh) ⊂ Ny. Desta forma, λ = t ◦ (s|Wg)−1 : Nz → Nx e μ = t ◦ (s|Wh)−1 :
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Nz → Ny sa˜o mergulhos entre cartas. Portanto, (Nx,Gx, π|Nx) e (Ny,Gy, π|Ny) sa˜o
compatı´veis, e Q = X/G admite estrutura de orbifold como querı´amos provar. 
2.4.1 Grupoide de germes de difeomorﬁsmos
O objetivo agora sera´ demonstrar a recı´proca do Teorema 2.4.3. Isto e´, para qual-
quer orbifold efetivo Q, vamos mostrar que existe um grupoide de Lie pro´prio, e´tale
e efetivo, naturalmente associado a Q, cujo espac¸o de o´rbitas tem estrutura de or-
bifold isomorfo a Q. Tal grupoide sera´ construı´do a partir de germes de mudanc¸as
de cartas do orbifold Q. Assim, vamos iniciar a sec¸a˜o com a deﬁnic¸a˜o de germes
de func¸o˜es contı´nuas e explicar como obtemos um grupoide de Lie a partir de um
pseudogrupo de difeomorﬁsmos. Nossas principais refereˆncias sa˜o [MM03, HB99].
Deﬁnic¸a˜o 2.4.4. Sejam X e Y espac¸os topolo´gicos. Considere o seguinte conjunto
M(X, Y ) = {(f, x) ∈ C0(U, Y )× U |U ⊂ X e´ aberto em X} formado por pares (f, x)
onde f e´ uma func¸a˜o contı´nua num aberto U ⊂ X e x ∈ U . Deﬁnimos uma relac¸a˜o
de equivaleˆncia ∼ em M(X, Y ) da seguinte forma: (f, x) ∼ (g, y) se, e somente
se x = y e f coincide com g numa vizinhanc¸a de x. A classe de equivaleˆncia de
(f, x) segundo essa relac¸a˜o e´ denotada por [f ]x e e´ chamada de germe de f em
x (ou germe de f no ponto x). O conjunto quociente formado pelas classes de
equivaleˆncia sera´ denotado por M(X, Y ).
Observac¸a˜o 2.4.5. Temos aplicac¸o˜es bem deﬁnidas
s : M(X, Y ) → X e t : M(X, Y ) → Y
[f ]x → x [f ]x → f(x)
Assim, x e´ chamado de source do germe [f ]x e f(x) e´ chamado de target de
[f ]x. Ale´m disso, podemos munir o conjunto M(X, Y ) com uma topologia tal que
a aplicac¸a˜o s : M(X, Y ) → X seja um homeomorﬁsmo local. De fato, dado um
germe [f ]x, onde f e´ uma func¸a˜o deﬁnida num aberto U ⊂ X podemos deﬁnir um
aberto ba´sico U ⊂ M(X, Y ) como [f ]x ⊂ U := {[f ]y|y ∈ U}.
Proposic¸a˜o 2.4.6. Com a topologia gerada pelos abertos ba´sicos de M(X, Y ) de-
ﬁnidos acima, temos que a aplicac¸a˜o s : M(X, Y ) → X e´ um homeomorﬁsmo local.
Demonstrac¸a˜o: Dado U ⊂ X um aberto, temos que
s−1(U) = {[f ]x|f ∈ C0(V, Y ) onde V e´ aberto e x ∈ V ⊂ U}
logo s−1(U) e´ aberto e s e´ contı´nua. Ale´m disso, se U := {[f ]y|y ∈ U} e´ um aberto
ba´sico, a aplicac¸a˜o s|U e´ uma bijec¸a˜o sobre U , ou seja, s e´ uma aplicac¸a˜o contı´nua,
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aberta, e s : U → U e´ bijec¸a˜o. Portanto, s e´ homeomorﬁsmo local. 
Deﬁnic¸a˜o 2.4.7. Seja H um conjunto formado por homeomorﬁsmos h : U → V ,
onde U e V sa˜o abertos de um espac¸o X. Dizemos que H e´ um pseudogrupo de
homeomorﬁsmos locais de X se as seguintes condic¸o˜es sa˜o satisfeitas:
(i) Se h : U → V e h′ : U ′ → V ′ enta˜o a composic¸a˜o h ◦ h′ : h′−1(U ∩ V ′) →
h(U ∩ V ′) pertence a H, e h−1 pertence a H.
(ii) A restric¸a˜o de h|W para qualquer aberto W ⊂ X pertence a H.
(iii) IdX : X → X pertence a H.
(iv) Se um homeomorﬁsmo h′ entre dois abertos de X pode ser escrito como
unia˜o de elementos de H, enta˜o h′ pertence a H.
Suponha que H e´ um pseudogrupo de homeomorﬁsmos locais de um espac¸o
X. Podemos associar a este pseudogrupo um grupoide topolo´gico e´tale da seguinte
forma: seja GH ⊂ M(X,X), dado por GH = {[h]x|h ∈ H e x ∈ Dom(h)}, ou seja,
o conjunto de todos os germes de elementos de H. Vamos mostrar que GH e´ um
grupoide sobre X. As aplicac¸o˜es s, t de ﬁnidas na Observac¸a˜o 2.4.5 se restringem
ao subespac¸o GH. Assim, deﬁnimos as aplicac¸o˜es source e target de GH por
s : GH → X e t : GH → Y
[h]x → x [h]x → h(x)
A multiplicac¸a˜o parcial e´ dada naturalmente por composic¸a˜o de germes, explici-
tamente
m : GH ×s t GH → GH
([h]f(x), [f ]x) → [h ◦ f ]x
A inversa˜o i e a sec¸a˜o unidade ε sa˜o dadas respectivamente por:
i : GH → GH e ε : X → GH
[h]x → [h−1]h(x) x → [Id]x
Como GH e´ um aberto em M(X,X), temos ainda que s e´ um homeomorﬁsmo
local. Devido ao fato que GH e´ formado por germes de homeomorﬁsmos locais a
inversa˜o i e´ homeomorﬁsmo. Portanto, GH ⇒ X e´ de fato um grupoide e´tale.
Ale´m disso, e´ fa´cil ver que um grupoide e´tale obtido dessa forma, atrave´s de um
pseudogrupo e´ sempre efetivo. Ou seja, GH ⇒ X e´ grupoide e´tale e efetivo.
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2.4.2 Grupoide de germes de mudanc¸as de cartas de um orbi-
fold
Nesta sec¸a˜o damos uma demonstrac¸a˜o da recı´proca do Teorema 2.4.3.
Exemplo 2.4.8. Suponha agora que Q e´ um orbifold e (U˜α, Gα, ϕα)α∈Λ e´ um atlas
da estrutura de orbifold. Deﬁna X =
⊔
α∈Λ U˜α e ϕ : X → Q por ϕ|U˜α = ϕα. Diremos
que um homeomorﬁsmo h entre dois abertos W˜ , V˜ ⊂ X e´ uma mudanc¸a de cartas
se ϕ ◦ h = ϕ. Considere assim H = {h : W˜ → V˜ | h e´ mudanc¸a de cartas }. Pode-
se mostrar que H e´ um pseudogrupo de difeomorﬁsmos, assim pela construc¸a˜o
anterior temos um grupoide topolo´gico GH ⇒ X e´tale. Mas, como neste caso X
e´ uma variedade diferencia´vel e as ﬂechas sa˜o germes de difeomorﬁsmos, temos
que GH tem estrutura de grupoide de Lie tal que s e´ difeomorﬁsmo local. Portanto,
GH e´ um grupoide de Lie e´tale e efetivo.
Deﬁnic¸a˜o 2.4.9. Sejam H e H′ pseudogrupos de difeomorﬁsmos locais de X e
de X ′ respectivamente. Uma transic¸a˜o local de X para X ′ e´ um difeomorﬁsmo
g : V → V ′ entre abertos V ⊂ X e V ′ ⊂ X ′. Uma equivaleˆncia de H para H′ e´
um subconjunto R do conjunto de todas as transic¸o˜es de X para X ′ que satisfaz as
seguintes propriedades:
(i) ∪g∈RDom(g) = X e ∪g∈R Im(g) = X ′.
(ii) Para quaisquer g1, g2 ∈ R, h ∈ H e h′ ∈ H′ tem-se g1◦h◦g−12 ∈ H′, g−11 ◦h′◦g2 ∈
H e h′ ◦ g1 ◦ h ∈ R.
(iii) R e´ uma famı´lia maximal de transic¸o˜es de X para X ′ com as propriedades (i)
e (ii).
Dois pseudogrupos de homeomorﬁsmos locais H e H′ sa˜o ditos equivalentes se
existe uma equivaleˆncia de um para o outro.
Lema 2.4.10. Nas condic¸o˜es da Deﬁnic¸a˜o 2.4.9, sejam GH ⇒ X e GH′ ⇒ X ′ os
grupoides de Lie e´tale e efetivos, associados aos pseudogrupos H e H′ respectiva-
mente. Enta˜o, H e H′ sa˜o equivalentes no sentido de 2.4.9 se, e somente se, GH e
GH′ sa˜o Morita equivalentes.
Demonstrac¸a˜o: Seja R uma equivaleˆncia de H para H′. Enta˜o, deﬁnimos o espac¸o
PR := {[g]x ∈ M(X,X ′)|g ∈ R}. Claramente PR ⊂ M(X,X ′), e temos aˆncoras
s : PR → X e t : PR → X ′, como deﬁnidas na Observac¸a˜o 2.4.5. Assim, podemos
munir PR de uma estrutura diferencia´vel tal que s e t sa˜o difeomorﬁsmos locais.
Ale´m disso, e´ fa´cil ver que o grupoide GH age a` esquerda em PR ao longo de s :
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PR → X e GH′ age a` direita em PR ao longo de t : PR → X ′, ambas as ac¸o˜es dadas
por composic¸a˜o entre germes de difeomorﬁsmos. Como estas ac¸o˜es sa˜o principais,
segue que PR e´ uma equivaleˆncia de Morita entre GH e GH′ . Reciprocamente, como
equivaleˆncias fracas entre grupoides e´tale sa˜o difeomorﬁsmos locais entre as bases
dos grupoides, segue que grupoides GH e GH′ Morita equivalentes sa˜o associados
a pseudogrupos equivalentes. 
Proposic¸a˜o 2.4.11. Sejam Q e Q′ orbifolds, (U˜α, Gα, ϕα)α∈Λ um atlas para Q, e
(U˜ ′β, G′β, ϕβ)β∈Γ um atlas para Q
′. Considere GH ⇒ X e GH′ ⇒ X ′ os respectivos
grupoides de Lie e´tale e efetivos, como na construc¸a˜o do Exemplo 2.4.8.
(i) O grupoide GH e´ um grupoide pro´prio.
(ii) GH e GH′ sa˜o Morita equivalentes se, e somente se, Q e Q′ sa˜o isomorfos.
Demonstrac¸a˜o:
(i) Seja (x, y) ∈ U˜α × U˜γ ⊂ X × X. Temos que encontrar uma vizinhanc¸a com-
pacta K de (x, y) tal que (s, t)−1(K) seja compacto. Se ϕα(x) = ϕγ(y) e´ fa´cil
encontrar tal vizinhanc¸a, pois Q e´ de Hausdorff e localmente compacto. Supo-
nha que ϕα(x) = ϕγ(y) = q, como as cartas sa˜o compatı´veis podemos supor
que existe Z ⊂ U˜α um aberto e um mergulho de cartas λ : Z → U˜γ de modo
que Z seja Gα-esta´vel e (Gα)Z = (Gα)x. Isto implica que λ(Z) e´ Gγ-esta´vel e
(Gγ)λ(Z) = (Gγ)y e pelo Lema 2.1.14 temos
(s, t)−1(Z × λ(Z)) = {[g ◦ λ]z|g ∈ (Gγ)y, z ∈ Z}  (Gγ)y × Z
Como podemos escolher um compacto K1 ⊂ Z com (x, y) ∈ K1 × λ(K1) e
(Gγ)y e´ ﬁnito, segue queK = K1×λ(K1) e´ compacto e (s, t)−1(K)  (Gγ)y×K1
e´ compacto.
(ii) Sabemos pelo Lema 2.4.10 que se GH e GH′ sa˜o Morita equivalentes, enta˜o os
pseudogrupos H e H′ sa˜o equivalentes. Tal equivaleˆncia entre pseudogrupos
de mudanc¸as de cartas induz um isomorﬁsmo entre os orbifolds. Reciproca-
mente, se f : Q → Q′ e´ um isomorﬁsmo de orbifolds, segue que f possui
levantamentos locais (que sa˜o difeomorﬁsmos locais de X para X ′), esses
levantamentos geram uma equivalencia do pseudogrupo H para o pseudo-
grupo H′, e utilizando novamente o Lema 2.4.10 temos que GH e GH′ sa˜o
Morita equivalentes.

Em particular, a Proposic¸a˜o 2.4.11 implica que para um orbifold Q ﬁxado, a
classe de equivaleˆncia de Morita do grupoide GH na˜o depende da escolha do atlas
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que utilizamos para construir o pseudogrupo H. Assim, para cada orbifold Q pode-
mos associar um grupoide de Lie pro´prio, e´tale e efetivo que denotaremos por GQ,
que esta´ bem determinado a menos de equivaleˆncia de Morita.
Observac¸a˜o 2.4.12. Suponha que K ⇒ Y e´ um grupoide pro´prio, e´tale e efetivo.
Vimos no Teorema 2.4.3 que Y/K tem estrutura de orbifold efetivo. Por outro lado,
pela Proposic¸a˜o 2.4.11 acima, associado ao orbifold Y/K temos um outro grupoide
pro´prio, e´tale e efetivo GY/K. Podemos enta˜o nos perguntar qual a relac¸a˜o entre o
grupoide original K e o grupoide GY/K. O fato e´ que K e´ Morita equivalente a GY/K.
Teorema 2.4.13. DadoQ um orbifold efetivo existe um grupoide de Lie pro´prio, e´tale
e efetivo GQ ⇒ X tal que X/GQ e´ um orbifold isomorfo a Q.
Demonstrac¸a˜o: Se Q e´ um orbifold com atlas (U˜α, Gα, ϕα)α∈Λ, deﬁnimos X =⊔
α∈Λ U˜α e ϕ : X → Q tal que ϕ|U˜α = ϕα, ∀α ∈ Λ. Assim, pela Proposic¸a˜o 2.4.11
temos um grupoide GQ ⇒ X. Pela maneira como deﬁnimos o grupoide GQ temos
que ϕ(x) = ϕ(y) se, e somente se, existe uma ﬂecha (x g−→ y) ∈ GQ. Assim, ϕ
induz um homeomorﬁsmo ϕ : X/GQ → Q. Portanto, ϕ e´ um isomorﬁsmo de orbifold,
pois ϕ tem levantamentos em cartas dados por restric¸o˜es da aplicac¸a˜o identidade
Id : X → X. 
Deﬁnic¸a˜o 2.4.14. Seja Q um orbifold efetivo. Se G ⇒ X e´ um grupoide pro´prio,
e´tale e efetivo tal que X/G e´ um orbifold difeomorfo ao orbifold Q, dizemos que G
representa Q.
Exemplo 2.4.15. Se G e´ um grupo ﬁnito que age efetivamente numa variedade X,
enta˜o o grupoide de ac¸a˜o G  X ⇒ X e´ pro´prio, e´tale e efetivo. Portanto, G  X
representa o orbifold X/G.
Exemplo 2.4.16. Suponha que K e´ um grupo de Lie que age em uma variedade
X de maneira pro´pria, efetiva e quase-livre. Sabemos pelo Teorema 2.1.23 que
o espac¸o X/K tem estrutura de orbifold. Pore´m, neste caso o grupoide de ac¸a˜o
K  X na˜o e´ etale se K na˜o for discreto. Assim, segundo a Deﬁnic¸a˜o 2.4.14, na˜o
podemos dizer que KX representa X/K. Pore´m, usando slices e´ possı´vel provar
que o grupoide K  X e´ Morita equivalente a um grupoide pro´prio, e´tale e efetivo
que representa X/K.
O teorema a seguir e´ uma consequeˆncia imediata dos resultados anteriores e
do fato que equivaleˆncia de Morita e´ uma relac¸a˜o de equivaleˆncia.
Teorema 2.4.17. Sejam Q,S orbifolds e G,K grupoides que representam Q e S
respectivamente. Enta˜o, Q e´ isomorfo a S se, e somente se, G e´ Morita equivalente
a K.
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Pelo Teorema 2.4.17 temos uma correspondeˆncia biunı´voca entre classes de
equivaleˆncia de Morita de grupoides de Lie pro´prios, e´tale e efetivos e classes de
difeomorﬁsmo de orbifolds efetivos.
{Grupoides de Lie pro´prios, e´tale e efetivos}
Equivaleˆncia de Morita
←→ {Orbifolds efetivos}
Difeomorﬁsmo
Devido a esta correspondeˆncia, podemos estudar invariantes de estruturas de
orbifold em um espac¸o topolo´gico Q via invariantes de Morita em grupoides de Lie
pro´prios, e´tale e efetivos. Por exemplo, veremos no capı´tulo 3 a construc¸a˜o do
grupo fundamental de Haeﬂiger de um grupoide de Lie. A cada grupoide conexo G
podemos associar um grupo, que sera´ denotado π
Hae
(G), e veremos que grupoides
Morita equivalentes G e K possuem grupos fundamentais π
Hae
(G) e π
Hae
(K) isomor-
fos. Consequentemente, dado um orbifold Q, podemos deﬁnir o grupo fundamental
de Haeﬂiger de Q como π
Hae
(Q) := π
Hae
(G), onde G e´ um grupoide que representa
Q. Obtemos do Teorema 2.4.17 dois resultados simultaneamente: o primeiro e´ que
π
Hae
(Q) esta´ bem deﬁnido a menos de isomorﬁsmo e o segundo e´ que a classe
de isomorﬁsmo do grupo π
Hae
(Q) e´ um invariante da classe de difeomorﬁsmo do
orbifold Q.
Capı´tulo 3
Grupo Fundamental e
Recobrimentos
Neste capı´tulo estudaremos os conceitos de grupo fundamental de um grupoide
de Lie e de recobrimentos de um grupoide de Lie. Veremos que grupoides Morita
equivalentes possuem grupos fundamentais isomorfos e a partir disso daremos uma
deﬁnic¸a˜o de grupo fundamental para orbifolds. As principais refereˆncias sa˜o [HB99,
MM05].
3.1 Grupo fundamental de Haeﬂiger de um grupoide
de Lie
Nesta sec¸a˜o introduzimos os conceitos de G-caminho em um grupoide de Lie e de
homotopia entre G-caminhos. Assim, obteremos uma noc¸a˜o de grupo fundamental
de um grupoide de Lie.
Deﬁnic¸a˜o 3.1.1. Seja G ⇒ X um grupoide de Lie. Um G-caminho de x ∈ X para
y ∈ X e´ uma sequeˆncia σngn . . . σ1g1σ0, onde σj : [0, 1] → X e´ um caminho contı´nuo
para cada j ∈ {0, 1, . . . , n} e gj ∈ G para cada j ∈ {1, 2, . . . , n}, tais que para todo
i ∈ {1, . . . , n}, s(gi) = σi−1(1), t(gi) = σi(0) e σ0(0) = x, σn(1) = y. Dizemos que x
e´ o comec¸o (ou inı´cio) e y e´ o te´rmino (ou ﬁnal) do G-caminho. O diagrama abaixo
ilustra como devemos pensar em um G-caminho.
x
σ0  • g1  • σ1  • · · · • gn  • σn  y
Observac¸a˜o 3.1.2. Os G-caminhos aqui deﬁnidos sa˜o tambe´m chamados de cami-
nhos de Haeﬂiger em G por alguns autores, em homenagem ao matema´tico Andre´
Haeﬂiger que foi o primeiro a introduzir esse conceito de caminho em grupoides.
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Deﬁnic¸a˜o 3.1.3. Dizemos que G ⇒ X e´ um grupoide conexo por G-caminhos se
para quaiquer x, y ∈ X existe um G-caminho de x para y.
Observac¸a˜o 3.1.4. A`s vezes diremos que G ⇒ X e´ conexo para indicar que o
grupoide e´ conexo por G-caminhos, desde que esteja claro pelo contexto o tipo de
conexidade a que nos referimos.
Neste capı´tulo sempre teremos como hipo´tese que os grupoides considerados
sa˜o conexos por G-caminhos (salvo menc¸a˜o contra´ria).
Exemplo 3.1.5. Se X e´ uma variedade, seu grupoide unital X ⇒ X e´ conexo por
X-caminhos se, e somente se, X e´ conexa por caminhos no sentido usual.
Exemplo 3.1.6. Suponha que G  X e´ um grupoide de ac¸a˜o. Suponha ainda que
X = unionsqαUα e´ a decomposic¸a˜o de X em suas componentes conexas por caminhos
e que dadas Uα e Uβ, existem x ∈ Uα e y ∈ Uβ, com x e y numa mesma o´rbita pela
ac¸a˜o de G. Enta˜o, o grupoide GX e´ conexo por (GX)-caminhos.
Denotaremos por PG o conjunto de todos os G-caminhos em um grupoide G ⇒
X. Note que, temos uma multiplicac¸a˜o parcialmente deﬁnida em PG, dada por
concatenac¸a˜o de G-caminhos:
(σ′mg
′
m . . . σ
′
1g
′
1σ
′
0) ∗ (σngn . . . σ1g1σ0) = σ′mg′m . . . σ′1g′1σ′0σσn(1)σngn . . . σ1g1σ0
Onde σσn(1) e´ o caminho constante igual a σn(1) e a multiplicac¸a˜o esta´ deﬁnida
somente quando σ′0(0) = σn(1).
Queremos a partir dessa nova noc¸a˜o de caminho deﬁnir um ana´logo do grupo
fundamental usual, para tanto precisamos deﬁnir uma noc¸a˜o de homotopia entre
G-caminhos:
Deﬁnic¸a˜o 3.1.7. Seja G ⇒ X um grupoide de Lie. Deﬁnimos uma relac¸a˜o de
equivaleˆncia PG gerada pelas seguintes relac¸o˜es:
(1) σngn . . . gj+1σjgjσj−1 . . . σ1g1σ0 e´ equivalente a σngn . . . gj+1gjσj−1 . . . σ1g1σ0 se
σj e´ um caminho constante.
(2) σngn . . . gj+1σjgjσj−1 . . . σ1g1σ0 e´ equivalente a σngn . . . gj+1σj ∗σj−1 . . . σ1g1σ0 se
gj = εσj(0) (ﬂecha identidade). Aqui σj ∗ σj−1 denota a concatenac¸a˜o usual de
caminhos em X.
Deﬁnic¸a˜o 3.1.8. Considere G ⇒ X um grupoide de Lie, x, y ∈ X, σngn . . . σ1g1σ0
e σ′ng′n . . . σ′1g′1σ′0 dois G-caminhos de inicio x e te´rmino y. Dizemos que o caminho
σ′ng
′
n . . . σ
′
1g
′
1σ
′
0 e´ uma deformac¸a˜o de σngn . . . σ1g1σ0 se existem:
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• homotopias Dj : [0, 1]× [0, 1] → X para j ∈ {0, 1, . . . , n}, tais que Dj(0,−) = σj
e Dj(1,−) = σ′j.
• caminhos contı´nuos dj : [0, 1] → G para j ∈ {1, . . . , n}, tais que dj(0) = gj e
dj(1) = g
′
j.
Satisfazendo s ◦ dj = Dj−1(−, 1) e t ◦ Dj(−, 0) para j ∈ {1, 2, . . . , n} e para todo
τ ∈ [0, 1], D0(τ, 0) = x e D1(τ, 1) = y.
Ou seja, uma deformac¸a˜o de σngn . . . σ1g1σ0 para σ′ng′n . . . σ′1g′1σ′0 e´ dada por uma
famı´lia de G-caminhos Dn(τ,−)dn(τ) . . . d1(τ)D0(τ,−), com τ ∈ [0, 1], onde todos os
G-caminhos tem inicio em x e te´rmino em y, para τ = 0 temos σngn . . . σ1g1σ0 e para
τ = 1 temos σ′ng′n . . . σ′1g′1σ′0.
Deﬁnic¸a˜o 3.1.9. Dois G-caminhos sa˜o ditos homoto´picos com extremos ﬁxos, se
um pode ser obtido a partir do outro via a relac¸a˜o de equivaleˆncia deﬁnida em 3.1.7
e/ou via deformac¸o˜es deﬁnidas em 3.1.8. A classe de homotopia de um G-caminho
(σngn . . . σ1g1σ0) sera´ denotada por [(σngn . . . σ1g1σ0)].
Observac¸a˜o 3.1.10. A multiplicac¸a˜o parcial deﬁnida no conjunto de G-caminhos,
PG, da´ origem a uma multiplicac¸a˜o entre classes de homotopia de G-caminhos. Ou
seja, se (σ′mg′m . . . σ′1g′1σ′0) e (σngn . . . σ1g1σ0) sa˜o G-caminhos tais que σ′0(0) = σn(1),
deﬁnimos
[(σ′mg
′
m . . . σ
′
1g
′
1σ
′
0)] ∗ [(σngn . . . σ1g1σ0)] := [(σ′mg′m . . . σ′1g′1σ′0 ∗ σngn . . . σ1g1σ0)]
Deﬁnic¸a˜o 3.1.11. Dado um grupoide de Lie G ⇒ X, deﬁnimos
Π
Hae
(G) := {[(σngn . . . σ1g1σ0)]|(σngn . . . σ1g1σ0) e´ G-caminho}
Podemos ver Π
Hae
(G) como um grupoide de Lie sobre X, com as seguintes
aplicac¸o˜es estruturais:
• s, t : Π
Hae
(G) → X, tais que
s([σngn . . . σ1g1σ0)]) = σ0(0) e t([σngn . . . σ1g1σ0)]) = σn(1)
• m = ∗ : Π
Hae
(G) ×s t ΠHae(G) → ΠHae(G), a concatenac¸a˜o de G-caminhos como
deﬁnida acima.
• ε : X → Π
Hae
(G), deﬁnida por ε(x) = εx = [σx], onde σx e´ o caminho constante
igual a x.
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• i : Π
Hae
(G) → Π
Hae
(G), dada por
i([σngn . . . σ1g1σ0)]) = [σ
−1
0 g
−1
1 . . . g
−1
n σ
−1
n ]
Por analogia a` construc¸a˜o do grupoide fundamental de uma variedade, pode-se
mostrar que existem u´nicas topologia e estrutura diferencia´vel em Π
Hae
(G) tais que
a aplicac¸a˜o
(s, t) : Π
Hae
(G) → X ×X
e´ um recobrimento suave. Portanto, Π
Hae
(G)⇒ X e´ um grupoide de Lie transitivo. A
este grupoide damos o nome de grupoide fundamental de Haeﬂiger do grupoide
G ⇒ X.
Note que se X e´ uma variedade e Π(X)⇒ X e´ o grupoide fundamental (1.1.12),
escolhendo x ∈ X temos que π1(X, x) = Π(X)x. Isto e´, o grupo fundamental de X
com base em x e´ igual a` isotropia de Π(X) no ponto x. Isto nos leva a` seguinte
deﬁnic¸a˜o:
Deﬁnic¸a˜o 3.1.12. Seja G ⇒ X um grupoide de Lie. Dado x ∈ X, deﬁnimos o
grupo fundamental de Haeﬂiger de G com base em x como π
Hae
(G, x) := Π
Hae
(G)x.
Equivalentemente, podemos deﬁnir π
Hae
(G, x) como o conjunto de todas as classes
de homotopia de G-caminhos com inicio e te´rmino em x, chamados de G-lac¸os com
base em x, com a multiplicac¸a˜o dada por concatenac¸a˜o de G-lac¸os.
Observac¸a˜o 3.1.13. Assim como no caso de espac¸os topolo´gicos conexos, o grupo
fundamental de Haeﬂiger de G na˜o depende do ponto base escolhido, a menos de
isomorﬁsmo. Dados x, y ∈ X, por hipo´tese existe um G-caminho ligando x a y. Uti-
lizando este caminho podemos deﬁnir um isomorﬁsmo entre π
Hae
(G, x) e π
Hae
(G, y).
Assim, quando na˜o for essencial mencionar o ponto base, escreveremos apenas
π
Hae
(G) para denotar o grupo fundamental de Haeﬂiger de G.
Deﬁnic¸a˜o 3.1.14. Dizemos que o grupoide G e´ simplesmente conexo se o seu
grupo fundamental de Haeﬂiger e´ trivial, ou seja, se π
Hae
(G) = {1}.
Exemplo 3.1.15. Sejam X uma variedade e X ⇒ X o grupoide unital associado.
Como as u´nicas ﬂechas desse grupoide sa˜o unidades εx; x ∈ X , todo X-caminho
σnεσn−1(1)σn−1 . . . εσ0(1)σ0 e´ equivalente ao X-caminho σ = σnσn−1 . . . σ0, ou seja,
todo X-caminho e´ equivalente a um caminho usual σ : [0, 1] → X. Assim, dois X-
caminhos σnεσn−1(1)σn−1 . . . εσ0(1)σ0 e σ′nε′σn−1(1)σ
′
n−1 . . . ε
′
σ0(1)
σ′0 sa˜o homoto´picos se,
e somente se, os caminhos usuais σ e σ′ sa˜o homoto´picos com extremos ﬁxos no
sentido usual. Portanto, o grupoide fundamental de Haeﬂiger do grupoide X ⇒ X e´
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isomorfo ao grupoide fundamental de X. Consequentemente, o grupo fundamental
de Haeﬂiger de X ⇒ X com base em x ∈ X e´ isomorfo a π1(X, x).
Exemplo 3.1.16. Seja G ⇒ {x} um grupo discreto visto como grupoide de Lie
(vide 1.1.8). Vamos calcular o grupo fundamental de Haeﬂiger de G. Como a base
do grupoide e´ trivial, todo G-caminho σngn . . . g1σ0 e´ equivalente ao caminho g =
gngn−1 . . . g1g0 formado por uma u´nica ﬂecha. Pela deﬁnic¸a˜o de deformac¸a˜o, g ∈ G
se deforma em h ∈ G se, e somente se, existe um caminho contı´nuo d : [0, 1] → G
com d(0) = g e d(1) = h, mas G e´ discreto, logo isto somente pode ocorrer se g = h.
Assim, concluı´mos que π
Hae
(G, x) e´ isomorfo a G.
Deﬁnic¸a˜o 3.1.17. Se G e´ um grupo topolo´gico, denotaremos por Cg a componente
conexa por caminhos de G, que conte´m o elemento g. Deﬁniremos enta˜o, π0(G) :=
{Cg|g ∈ G} o conjunto das componentes conexas de G.
Note que se G e´ um grupo topolo´gico, o conjunto π0(G) tem estrutura de grupo,
com multiplicac¸a˜o dada por CgCh = Cgh.
Observac¸a˜o 3.1.18. Seja G ⇒ {x}, onde G e´ grupo de Lie arbitra´rio. Note que
utilizando a mesma ideia do Exemplo 3.1.16 concluı´mos que g ∈ G se deforma em
h ∈ G se, e somente se, g e h esta˜o na mesma componente conexa de G. Portanto,
π
Hae
(G, x) e´ isomorfo a π0(G). Em particular, se G e´ conexo πHae(G)  {1}.
A seguinte proposic¸a˜o e´ utilizada frequentemente para ajudar no ca´lculo de gru-
pos fundamentais de alguns grupoides.
Proposic¸a˜o 3.1.19. Sejam G ⇒ X um grupoide de Lie, σngn . . . gj+1σjgj . . . σ1g1σ0
um G-caminho e α : [0, 1] → G um caminho de ﬂechas tal que s ◦ α = σj. Po-
nha t ◦ α = β : [0, 1] → X. Enta˜o, os caminhos σngn . . . gj+1σjgj . . . σ1g1σ0 e
σngn . . . gj+1α(1)
−1βα(0)gj . . . σ1g1σ0 sa˜o homoto´picos (veja o diagrama 3.1).
Demonstrac¸a˜o: Para cada τ ∈ [0, 1] considere o G-caminho:
σngn . . . gj+1α(1)
−1β|[τ,1]α(τ)σj|[0,τ ]gj . . . g1σ0
Note que, para τ = 0 temos um caminho equivalente a
σngn . . . gj+1α(1)
−1βα(0)gj . . . g1σ0
e para τ = 1 temos um caminho equivalente a σngn . . . gj+1α(1)−1α(1)σjgj . . . g1σ0.
Isto nos da´ a homotopia desejada. 
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x
σ0  • g1  • · · · • gj  •
α(0)

σj  • gj+1 • · · · • gn  • σn  y
• β  •
α(1)−1

(3.1)
Utilizando a Proposic¸a˜o 3.1.19, vamos dar uma descric¸a˜o do grupo fundamen-
tal do grupoide de ac¸a˜o G  X ⇒ X, do Exemplo 1.1.7, generalizando assim os
resultados do Exemplo 3.1.16 e da Observac¸a˜o 3.1.18.
Proposic¸a˜o 3.1.20. Suponha que X e´ uma variedade conexa. Seja G  X ⇒ X
um grupoide de ac¸a˜o. Fixado x ∈ X, temos uma sequeˆcia exata curta de grupos:
{1} → π1(X, x) i−→ πHae(GX, x)
ζ−→ π0(G) → {1}
Demonstrac¸a˜o: Considere um (GX)-lac¸o com base em x ∈ X, da forma σ1g1σ0,
com g1 = (g, y). Deﬁna o caminho α : [0, 1] → G × X; τ → (g−1, σ1(τ)), assim
s ◦α = σ1. Pondo β(τ) = t ◦α(τ) = g−1σ1(τ) e aplicando a Proposic¸a˜o 3.1.19 temos
σ1(g, y)σ0 ∼ (g−1, x)−1β(g−1, gy)(g, y)σ0
∼ (g, g−1x)β(1, y)σ0
∼ (g, g−1x)β ∗ σ0
Ou seja,
x
σ0  y
(g,y)  gy
σ1  x ∼ x β∗σ0  z(g,g
−1x) x
Portanto, todo σ1g1σ0, (GX)-lac¸o com base em x e´ homoto´pico a outro (GX)-
lac¸o da forma
x
σ  z
(g,z)  x
Utilizando induc¸a˜o, a mesma conclusa˜o e´ va´lida para qualquer σngn . . . g1σ0,
(G  X)-lac¸o com base em x. A partir disso vamos construir a sequeˆcia exata
da proposic¸a˜o. Deﬁnindo
i : π1(X, x) → πHae(GX, x)
[σ] → [εxσ] = x σ  x εx
e´ imediato veriﬁcar que i esta´ bem deﬁnida e e´ injetora.
Agora, deﬁna
ζ : π
Hae
(GX, x) → π0(G)
[(g, z)σ] → Cg
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(i) ζ esta bem deﬁnida – Suponha que (x σ0  z
(g,z)  x) ∼(x σ1  w (h,w)  x) .
Enta˜o, existe uma famı´lia de (G  X)-lac¸os com base em x, (γ(τ)στ )τ∈[0,1],
onde γ : [0, 1] → G×X, dada por τ → (γ1(τ), γ2(τ)) e´ um caminho de ﬂechas,
tal que γ(0)σ0 = (g, z)σ0 e γ(1)σ1 = (h, w)σ1. Logo, γ1 e´ caminho contı´nuo em
G com γ1(0) = g e γ1(1) = h, portanto Cg = Ch e ζ([(g, z)σ0]) = ζ([(h, w)σ1]),
isto e´, ζ esta bem deﬁnida.
(ii) ζ e´ sobrejetora – Seja Cg a componente conexa por caminhos de g ∈ G.
Temos uma ﬂecha (g−1, gx) : gx → x e como X e´ conexa por caminhos,
existe σ : [0, 1] → X, caminho contı´nuo tal que σ(0) = x e σ(1) = gx. Assim,
(g−1, gx)σ e´ um (G  X)-lac¸o com base em x e ζ([(g−1, gx)σ]) = Cg−1 = Cg.
Portanto, ζ e´ sobrejetora.
Tambe´m e´ imediato veriﬁcar que Im(i) ⊂ Ker(ζ). Logo, para veriﬁcar a exatida˜o
da sequeˆcia {1} → π1(X, x) i−→ πHae(GX, x)
ζ−→ π0(G) → {1}, falta apenas mostrar
que Ker(ζ) ⊂ Im(i). Seja [(g, z)σ] ∈ Ker(ζ), enta˜o ζ([(g, z)σ]) = C1, ou seja, g ∈ C1.
Assim, existe γ1 : [0, 1] → G caminho contı´nuo tal que γ1(0) = 1 e γ1(1) = g. Deﬁna
γ(τ) = (γ1(τ), σ(τ)), ∀τ ∈ [0, 1] e β(τ) = γ1(τ)σ(τ), assim s ◦ γ = σ e t ◦ γ = β.
Aplicando a Proposic¸a˜o 3.1.19, temos que
(x σ  z
(g,z)  x) ∼ (x β  x(g
−1,x) z
(g,z)  x) = ( x
β  x εx=(1,x)

)
Portanto, [(g, z)σ] = [(1, x)β] = i([β]) ⇒ [(g, z)σ] ∈ Im(i). 
Exemplo 3.1.21. Seja S1  S3 o grupoide de ac¸a˜o associado a` ac¸a˜o de S1 em S3
deﬁnida em Exemplo 2.1.25. Pela Proposic¸a˜o 3.1.20 temos uma sequeˆcia exata:
{1} → π1(S3) i−→ πHae(S1  S3)
ζ−→ π0(S1) → {1}
Como S1 e´ conexo e S3 e´ simplesmente conexo, segue que o grupoide S1  S3 e´
simplesmente conexo.
3.1.1 Funtorialidade de Π
Hae
Nesta sec¸a˜o estudamos como se comporta o grupo fundamental de Haeﬂiger com
respeito a morﬁsmos entre grupoides. Isto e´, Se φ : G → H e´ um morﬁsmo de
grupoides veremos que φ induz um homomorﬁsmo entre os grupos fundamentais
π
Hae
(φ) : π
Hae
(G, x) → π
Hae
(H, φ(x)).
Se G ⇒ X e H ⇒ Y sa˜o grupoides de Lie e φ : H → G e´ um morﬁsmo de
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grupoides, enta˜o temos uma aplicac¸a˜o Pφ : PH → PG, dada por:
σngn . . . σ1g1σ0 → φ0σnφ1gn . . . φ0σ1φ1g1φ0σ0
Claramente Pφ leva caminhos H-homoto´picos em caminhos G-homoto´picos. Por-
tanto, temos uma aplicac¸a˜o bem deﬁnida Π
Hae
(φ) : Π
Hae
(H) → Π
Hae
(G), dada por:
[σngn . . . σ1g1σ0] → [φ0σnφ1gn . . . φ0σ1φ1g1φ0σ0].
Segue que Π
Hae
(φ) e´ uma aplicac¸a˜o suave, pois o seguinte diagrama comuta
Π
Hae
(H)
(s,t)

Π
Hae
(φ)
 Π
Hae
(G)
(s,t)

Y × Y φ0×φ0  X ×X
e as aplicac¸o˜es (s, t) em ambos os lados sa˜o difeomorﬁsmos locais e φ0 × φ0 e´
diferencia´vel. Portanto, Π
Hae
(φ) assim deﬁnido e´ um morﬁsmo de grupoides de Lie
que cobre φ0 : Y → X.
Observac¸a˜o 3.1.22. Temos assim um funtor Π
Hae
: Grp → Grp, tal que
• (G ⇒ X) → (Π
Hae
(G)⇒ X) em objetos e
• (φ : H → G) → (Π
Hae
(φ) : Π
Hae
(H) → Π
Hae
(G)) em morﬁsmos.
Como consequeˆncia da existeˆncia do funtor da observac¸a˜o acima temos um fun-
tor enviando cada grupoide de Lie em seu grupo fundamental de Haeﬂiger. Pore´m,
como o grupo fundamental depende da escolha de um ponto base, a categoria cor-
reta para deﬁnir esse funtor e´ a dos grupoides pontuados, i.e. pares (G ⇒ X, x)
formados por um grupoide e um ponto ﬁxado em sua base. No que segue Grp∗ e
Groups denotam a categoria dos grupoides pontuados e a categoria dos grupos,
respectivamente.
Observac¸a˜o 3.1.23. Temos um funtor π
Hae
: Grp∗ → Groups, dado por
• (G, x) → (π
Hae
(G, x)) em objetos e
• (φ : (H, x) → (G, φ(x))) → (π
Hae
(φ) : π
Hae
(H, x) → π
Hae
(G, φ(x))) em morﬁsmos,
onde π
Hae
(φ) := Π
Hae
(φ)|π
Hae
(G,x).
Como corola´rio da observac¸a˜o acima, temos que grupoides de Lie que sa˜o iso-
morfos na categoria Grp possuem grupos fundamentais de Haeﬂiger isomorfos.
Assim, a classe de isomorﬁsmo de π
Hae
(G) e´ um invariante da classe de isomor-
ﬁsmo de G. Na sec¸a˜o sec¸a˜o 3.3 veremos que esse invariante e´ na verdade mais
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ﬁno. Especiﬁcamente, mostraremos que π
Hae
(G) e´ um invariante da classe de equi-
valeˆncia de Morita de G.
Vimos que o grupoide de Haeﬂiger Π
Hae
(G) ⇒ X e´ um grupoide transitivo, pois
a aplicac¸a˜o (s, t) e´ um difeomorﬁsmo local sobrejetor neste caso. Ale´m disso, (s, t)
e´ um recobrimento suave. Assim, aplicando a Proposic¸a˜o 1.4.9 para este caso
particular temos:
Observac¸a˜o 3.1.24. O grupoide Π
Hae
(G) ⇒ X satisfaz todas as propriedades a
seguir:
• Π
Hae
(G) e´ Morita equivalente a um grupo discreto.
• Existe x ∈ X, tal que t : Π
Hae
(G)(x,−) → X e´ aplicac¸a˜o de recobrimento.
• Para todo x ∈ X, t : Π
Hae
(G)(x,−) → X e´ aplicac¸a˜o de recobrimento.
• Π
Hae
(G)x = πHae(G, x) e´ discreto e a inclusa˜o j : πHae(G, x) → ΠHae(G) e´ uma
equivaleˆncia fraca.
3.2 Recobrimentos de grupoides de Lie
Nesta sec¸a˜o estudaremos o conceito de recobrimento na categoria dos grupoides
de Lie, seguindo [HB99, MM05]. Veremos que os principais resultados da teoria
usual de espac¸os de recobrimento podem ser generalizados para o caso de reco-
brimentos de grupoides. Em particular, veremos que para todo grupoide conexo G,
existe um recobrimento universal de G e o grupo de automorﬁsmos deste recobri-
mento e´ isomorfo ao grupo fundamental de Haeﬂiger de G.
Deﬁnic¸a˜o 3.2.1. Seja G ⇒ X um grupoide de Lie. Um recobrimento do grupoide
G e´ uma tripla (E, p, μ) onde p : E → X e´ um recobrimento diferencia´vel e μ :
G ×s p E → E e´ uma ac¸a˜o do grupoide G em E ao longo de p.
Observac¸a˜o 3.2.2. Na˜o e´ necessa´rio que a ac¸a˜o seja a` esquerda. No que se se-
gue, por vezes utilizamos apenas o par (p, μ) para nos referirmos a um recobrimento
(E, p, μ).
Exemplo 3.2.3. Seja X ⇒ X o grupoide unital associado a uma variedade X. Para
qualquer recobrimento p : E → X temos uma ac¸a˜o do grupoide unital de X em E
da seguinte forma:
X ×Id p E → E
(x, y) → y
Portanto, existe uma correspondeˆncia biunı´voca entre recobrimentos usuais de X
e recobrimentos do grupoide X ⇒ X.
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Exemplo 3.2.4. Seja G ⇒ X um grupoide de Lie conexo. Pelo terceiro item da
Observac¸a˜o 3.1.24, dado x ∈ X, temos que t : Π
Hae
(G)(x,−) → X e´ aplicac¸a˜o de
recobrimento. Ale´m disso, G age em Π
Hae
(G)(x,−) ao longo de t da seguinte forma
G ×s t ΠHae(G)(x,−) → ΠHae(G)(x,−)
(y
g−→ z, [σngn . . . g1σ0]) → [σzgσy] ∗ [σngn . . . g1σ0] = [gσngn . . . g1σ0]
onde σy e σz denotam caminhos constantes em y e em z respectivamente. Portanto,
t : Π
Hae
(G)(x,−) → X e´ um recobrimento do grupoide G. Veremos a seguir que esse
e´ um recobrimento universal de G.
Deﬁnic¸a˜o 3.2.5. Suponha que (E1, p1, μ1) e (E2, p2, μ2) sa˜o dois recobrimentos de
um grupoide G ⇒ X. Enta˜o, E1, E2 sa˜o G-espac¸os. Um morﬁsmo de recobrimen-
tos entre (E1, p1, μ1) e (E2, p2, μ2) e´ uma aplicac¸a˜o G-equivariante θ : E1 → E2, com
p2 ◦ θ = p1.
Observac¸a˜o 3.2.6. Temos assim uma categoria, denotada por CS(G), cujos obje-
tos sa˜o recobrimentos do grupoide G e os morﬁsmos sa˜o os morﬁsmos de recobri-
mento, como deﬁnidos em 3.2.5. Ale´m disso, CS(G) e´ uma subcategoria plena da
categoria G-Spaces.
Deﬁnic¸a˜o 3.2.7. Fixado um recobrimento (E, p, μ) de um grupoide G, deﬁnimos o
grupo de automorﬁsmos deste recobrimento como
Aut(p) = {θ : E → E|θ e´ morﬁsmo de recobrimentos}
Ou seja, Aut(p) = CS(G)(E,E), i.e. Aut(p) e´ o grupo de isomorﬁsmos do objeto
(E, p, μ) na categoriaCS(G). Em alguns casos utilizamos tambe´m a notac¸a˜oAut(E)
para o grupo de automorﬁsmos de (E, p, μ).
Vimos no capı´tulo 1 que toda ac¸a˜o de um grupo de Lie em uma variedade da´
origem a um grupoide de Lie 1.1.7. Analogamente, se G age em uma variedade E
ao longo de a : E → X, enta˜o temos um grupoide de Lie associado
G  E := G ×s a E ⇒ E
Aqui, cada elemento (g, z) ∈ G ×s aE e´ pensado como uma ﬂecha z
(g,z)−−→ gz e as
aplicac¸o˜es estruturais sa˜o ana´logas a`s de 1.1.7. A este grupoide, associado a uma
ac¸a˜o de um grupoide de Lie, damos tambe´m o nome de grupoide de ac¸a˜o.
Suponha agora que (E, p, μ) e´ um recobrimento de um grupoide G. Enta˜o, p :
E → X e´ um recobrimento e temos um grupoide de ac¸a˜o G  E ⇒ E. Podemos,
enta˜o estender a aplicac¸a˜o de recobrimento p para um morﬁsmo entre grupoides
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(que tambe´m sera´ denotado p) p : G  E → G, dado por p(g, z) = g em ﬂechas.
No que se segue, para cada recobrimento (E, p, μ) de um grupoide G ⇒ X, nos
referimos ao morﬁsmo de grupoides p : G  E → G como recobrimento de G, tendo
em vista que a deﬁnic¸a˜o de p como morﬁsmo de grupoides engloba a aplicac¸a˜o de
recobrimento p : E → X e a ac¸a˜o μ.
3.2.1 Levantamentos de G-caminhos e de G-homotopias
Vamos mostrar que todo recobrimento p : G  E → G possui a propriedade de le-
vantamento u´nico de G-caminhos e a propriedade de levantamento de homotopias.
A partir dessas propriedades, vamos mostrar que o grupo fundamental de Haeﬂiger
π
Hae
(G, x) age sobre a ﬁbra p−1(x).
Proposic¸a˜o 3.2.8. Seja p : G  E → G um recobrimento de um grupoide G. Dados
σngn . . . g1σ0 um G-caminho com inı´cio em x ∈ X e x˜ ∈ p−1{x}, existe um u´nico (G
E)-caminho σ˜ng˜n . . . g˜1σ˜0, com inı´cio em x˜, tal que Pp(σ˜ng˜n . . . g˜1σ˜0) = σngn . . . g1σ0.
Vide o diagrama 3.2.
Demonstrac¸a˜o: A demonstrac¸a˜o e´ por recorreˆncia e utiliza o fato de que p : E → X
e´ um recobrimento, portanto possui a propriedade de levantamento u´nico de ca-
minhos contı´nuos usuais. De fato, por essa propriedade o caminho σ0 admite
um u´nico levantamento σ˜0 com inı´cio em x˜. Logo, p(σ˜0(1)) = σ0(1) = s(g1), ou
seja, (g1, σ˜0(1)) ∈ G ×s p E. Assim, g˜1 := (g1, σ˜0(1)) e´ uma ﬂecha no grupoide
G  E e pela terceira propriedade na deﬁnic¸a˜o de ac¸a˜o de grupoides, temos que
p(g1σ˜0(1)) = t(g1). Mas t(g1) = σ1(0). Logo, utilizando novamente que p e´ recobri-
mento, existe um u´nico σ˜1 levantamento de σ1 com σ˜1(0) = g1σ˜0(1). Prosseguindo
de maneira ana´loga ao que ﬁzemos antes, em cada passo obtemos um u´nico cami-
nho σ˜j levantamento de σj e uma ﬂecha g˜j = (gj, σ˜j−1(1)). De modo que o (G  E)-
caminho σ˜n(gn, σ˜n−1(1)) . . . σ˜1(g1, σ˜0(1))σ˜0 e´ o u´nico levantamento de σngn . . . g1σ0.

x˜
σ˜0  •(g1,σ˜0(1)) • σ˜1  • · · · •
Pp

(gn,σ˜n−1(1)) • σ˜n  y˜
x
σ0  • g1  • σ1  • · · · • gn  • σn  y
(3.2)
Seguindo o mesmo raciocı´nio, pode-se demonstrar tambe´m que caminhos G-
homoto´picos sa˜o levantados a caminhos (G  E)-homoto´picos.
Proposic¸a˜o 3.2.9. Sejam p : G  E → G um recobrimento de um grupoide G,
σngn . . . g1σ0 e σ′ng′n . . . g′1σ′0 caminhos G-homoto´picos. Enta˜o, seus levantamentos
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σ˜n(gn, σ˜n−1(1)) . . . σ˜1(g1, σ˜0(1))σ˜0 e σ˜′n(g′n, σ˜′n−1(1)) . . . σ˜′1(g′1, σ˜′0(1))σ˜′0 sa˜o (G  E)-
homoto´picos.
Corola´rio 3.2.10. Seja p : G  E → G um recobrimento de um grupoide G ⇒ X.
Enta˜o, para cada x ∈ X, o grupo fundamental de Haeﬂiger π
Hae
(G, x) age a` esquerda
em p−1{x} da seguinte forma:
π
Hae
(G, x)× p−1{x} → p−1{x}
([σngn . . . g1σ0], x˜) → σ˜n(1)
Onde (σ˜ng˜n . . . g˜1σ˜0) e´ o levantamento de σngn . . . g1σ0 com inı´cio em x˜.
Demonstrac¸a˜o: Pela Proposic¸a˜o 3.2.9, se σngn . . . g1σ0 e σ′ng′n . . . g′1σ′0 esta˜o na
mesma classe de homotopia, seus levantamentos σ˜ng˜n . . . g˜1σ˜0 e σ˜′ng˜′n . . . g˜′1σ˜′0,
ambos com inı´cio em x˜, tambe´m esta˜o numa mesma classe, em particular devem
ter mesmo te´rmino, assim σ˜n(1) = σ˜′n(1). Logo, a aplicac¸a˜o acima esta´ bem deﬁ-
nida e e´ fa´cil ver que de fato e´ uma ac¸a˜o. 
Observac¸a˜o 3.2.11. Uma ac¸a˜o como a que foi deﬁnida acima, do grupo fundamen-
tal de Haeﬂiger π
Hae
(G, x) sobre a ﬁbra p−1(x) de um recobrimento, e´ chamada de
ac¸a˜o por monodromia.
Corola´rio 3.2.12. Sejam p : G  E → G um recobrimento de um grupoide G ⇒ X e
x˜ ∈ p−1{x}. Enta˜o, o homomorﬁsmo induzido π
Hae
(p) : π
Hae
(G  E, x˜) → π
Hae
(G, x) e´
injetor.
Demonstrac¸a˜o: Suponha que π
Hae
(p)([σ˜ng˜n . . . g˜1σ˜0]) = [σngn . . . g1σ0] = [σx]. Ou
seja, o G-caminho σngn . . . g1σ0 e´ homoto´pico ao caminho constante σx. Como
σ˜ng˜n . . . g˜1σ˜0 e σ˜x˜ sa˜o levantamentos de σngn . . . g1σ0 e de σx respectivamente, am-
bos com inı´cio em x˜, segue da Proposic¸a˜o 3.2.9 que σ˜ng˜n . . . g˜1σ˜0 e σ˜x˜ sa˜o ho-
moto´picos. Logo, a classe [σ˜ng˜n . . . g˜1σ˜0] e´ trivial e portanto, πHae(p) e´ injetor. 
Proposic¸a˜o 3.2.13. Considere a ac¸a˜o de π
Hae
(G, x) na ﬁbra p−1{x} como deﬁnida
no Corola´rio 3.2.10. Enta˜o, dado x˜ ∈ p−1{x}, o grupo de isotropia no ponto x˜ e´ dado
por π
Hae
(G, x)x˜ = πHae(p)(πHae(G  E, x˜)).
Demonstrac¸a˜o: Seja [σngn . . . g1σ0] ∈ πHae(G, x)x˜ um elemento da isotropia. Enta˜o,
[σngn . . . g1σ0]x˜ = x˜. Equivalentemente, o levantamento σ˜ng˜n . . . g˜1σ˜0 com inı´cio em
x˜ e´ tal que σ˜n(1) = x˜, ou seja σ˜ng˜n . . . g˜1σ˜0 e´ um (G  E)-lac¸o em x˜. Daı´ temos,
π
Hae
(p)([σ˜ng˜n . . . g˜1σ˜0]) = [σngn . . . g1σ0] ∈ πHae(p)(πHae(G  E, x˜)). Logo, πHae(G, x)x˜ ⊂
π
Hae
(p)(π
Hae
(GE, x˜)). Agora vamos provar que π
Hae
(p)(π
Hae
(GE, x˜)) ⊂ π
Hae
(G, x)x˜.
Seja [σngn . . . g1σ0] ∈ πHae(p)(πHae(G  E, x˜)), enta˜o existe [σ˜ng˜n . . . g˜1σ˜0] ∈ πHae(G 
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E, x˜) tal que π
Hae
(p)([σ˜ng˜n . . . g˜1σ˜0]) = [σngn . . . g1σ0]. Consequentemente, o levanta-
mento de σngn . . . g1σ0 com inı´cio em x˜ e´ homoto´pico a σ˜ng˜n . . . g˜1σ˜0 e portanto e´ um
(G  E)-lac¸o em x˜. Consequentemente, [σngn . . . g1σ0] pertence a πHae(G, x)x˜. 
3.2.2 Recobrimentos universais de um grupoide G
Nesta sec¸a˜o veremos que existe um recobrimento universal para qualquer grupoide
conexo G e veremos as propriedades que esse recobrimento satisfaz. Em particular,
veremos que o grupo de automorﬁsmos do recobrimento universal de G e´ isomorfo
ao grupo π
Hae
(G).
Deﬁnic¸a˜o 3.2.14. Dizemos que um recobrimento p : GE → G e´ universal se para
qualquer outro recobrimento p′ : G  E ′ → G existe um morﬁsmo de recobrimentos
θ : E → E ′. Ou seja, um recobrimento universal de G recobre qualquer outro
recobrimento de G.
Note que a condic¸a˜o de universalidade implica que quaisquer dois recobrimen-
tos universais sa˜o necessariamente isomorfos.
Proposic¸a˜o 3.2.15. Sejam p : G  E → G um recobrimento, φ : (H ⇒ Y ) →
(G ⇒ X) um morﬁsmo de grupoides com φ(y) = x e x˜ ∈ p−1{x}. Suponha que
π
Hae
(φ)(π
Hae
(H, y)) ⊂ π
Hae
(p)(π
Hae
(GE, x˜)). Enta˜o existe um morﬁsmo de grupoides
φ˜ : H → G  E tal que φ˜(y) = x˜ e p ◦ φ˜ = φ. Tal morﬁsmo φ˜ e´ chamado de
levantamento de φ.
Demonstrac¸a˜o: A demonstrac¸a˜o segue o mesmo raciocı´nio que e´ utilizado para
demonstrar a proposic¸a˜o ana´loga em topologia geral. Um esboc¸o pode ser encon-
trado em [HB99]. 
Corola´rio 3.2.16. Suponha que p : G  E → G e φ : G  E˜ → G sa˜o recobrimentos
com π
Hae
(G  E˜, x˜) = {1}. Enta˜o, existe um morﬁsmo de recobrimentos φ˜0 : E˜ → E.
Demonstrac¸a˜o: Como o grupo fundamental de Haeﬂiger de G  E˜ e´ trivial as
hipo´teses da Proposic¸a˜o 3.2.15 sa˜o imediatamente satisfeitas, logo a aplicac¸a˜o φ
admite um levantamento φ˜ : G  E˜ → G  E que e´ um morﬁsmo de grupoides.
Portanto, a aplicac¸a˜o φ˜0 : E˜ → E entre as bases dos grupoides e´ G-equivariante.
Assim, φ˜0 e´ um morﬁsmo de recobrimentos. 
Corola´rio 3.2.17. Suponha que G e´ um grupoide de Lie e φ : G  E˜ → G e´ um
recobrimento com G  E˜ simplesmente conexo. Enta˜o, G  E˜ e´ um recobrimento
universal de G.
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Observac¸a˜o 3.2.18. Para todo grupoide conexo G → X com ponto base ﬁxado x ∈
X, o recobrimento t : Π
Hae
(G)(x,−) → X e´ tal que GΠ
Hae
(G)(x,−) e´ simplesmente
conexo. Isso demonstra explicitamente a existeˆncia de um recobrimento universal
para qualquer grupoide conexo G. Ale´m disso, como recobrimentos universais de
G sa˜o isomorfos, segue que todos os recobrimentos universais sa˜o simplesmente
conexos.
Teorema 3.2.19. As seguintes aﬁrmac¸o˜es sobre um recobrimento φ : G  E → G
sa˜o equivalentes:
1. φ e´ um recobrimento universal.
2. Para todo x ∈ X a ac¸a˜o de π
Hae
(G, x) na ﬁbra φ−1{x} por monodromia e´ livre.
3. O grupoide G  E e´ simplesmente conexo.
Demonstrac¸a˜o: (1 ⇔ 3) Vide Corola´rio 3.2.17 e Observac¸a˜o 3.2.18.
(2 ⇔ 3) Segue da Proposic¸a˜o 3.2.13 que π
Hae
(G, x)e = πHae(φ)(πHae(G  E, e)) para
todo e ∈ φ−1{x}. Logo, a ac¸a˜o na ﬁbra e´ livre ⇔ π
Hae
(G, x)e = {1}
⇔ π
Hae
(φ)(π
Hae
(G  E, e)) = {1}
⇔ π
Hae
(G  E, e) = {1}
⇔ G  E e´ simplesmente conexo
onde a penu´ltima equivaleˆncia segue do fato que π
Hae
(φ) e´ injetor. 
Dado um grupo arbitra´rio K, podemos associar uma categoria que denotaremos
por K-Sets, cujos objetos sa˜o conjuntos discretos S munidos de uma ac¸a˜o de K a`
esquerda. Um morﬁsmo entre dois objetos S1 e S2 e´ uma aplicac¸a˜o ψ : S1 → S2,
K-equivariante com respeito a`s ac¸o˜es de K.
Teorema 3.2.20. Sejam G ⇒ X um grupoide e x ∈ X. Enta˜o, o funtor
ρ : CS(G) → π
Hae
(G, x)-Sets
que associa a cada recobrimento p : E → X a ﬁbra Ex = p−1{x} e a cada morﬁsmo
de recobrimento ψ : E → E ′ associa a restric¸a˜o ψ : Ex → E ′ψ(x) e´ uma equivaleˆncia
de categorias.
Demonstrac¸a˜o: Lembremos que pelo Corola´rio 3.2.10, a ﬁbra Ex tem uma ac¸a˜o
a` esquerda do grupo K := π
Hae
(G, x). Reciprocamente, sabemos que existe uma
ac¸a˜o a` direita, livre e pro´pria de K sobre π
Hae
(G)(x,−), deﬁnida por
Π
Hae
(G)(x,−)× π
Hae
(G, x) → Π
Hae
(G)(x,−)
([σngn . . . g1σ0], [λ]) → [σngn . . . g1σ0 ∗ λ]
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onde denotamos por [λ] um elemento de π
Hae
(G, x) somente para abreviar a notac¸a˜o.
Logo, existe uma ac¸a˜o de π
Hae
(G, x) a` direita no produto Π
Hae
(G)(x,−)×S, dada por
([σngn . . . g1σ0], s)[λ] := ([σngn . . . g1σ0][λ], [λ]
−1s)
Claramente esta ac¸a˜o e´ livre e pro´pria. Assim, o quociente
Π
Hae
(G)(x,−)×K S := ΠHae(G)(x,−)× S
K
e´ um recobrimento de X via a aplicac¸a˜o K([σngn . . . g1σ0], s) → t([σngn . . . g1σ0]) =
σn(1). Ale´m disso, o espac¸o ΠHae(G)(x,−) ×K S tem uma ac¸a˜o natural de G a` es-
querda (na primeira componente) ao longo da aplicac¸a˜o de recobrimento p˜ := t◦pr1
que acabamos de deﬁnir. Portanto, temos
p˜ : G ×s p˜ (ΠHae(G)(x,−)×K S) → G
um recobrimento do grupoide G ⇒ X.
Falta agora mostrar que essa construc¸a˜o fornece um funtor inverso para o funtor
ρ : CS(G) → π
Hae
(G, x)-Sets, a menos de isomorﬁsmo natural. Sejam p : G E → G
um recobrimento arbitra´rio e Ex a ﬁbra sobre o ponto x. Pela construc¸a˜o anterior
temos um recobrimento p˜ : Π
Hae
(G)(x,−)×KEx → X, tal que p˜(K([σngn . . . g1σ0], e) =
t([σngn . . . g1σ0]) = σn(1)), vamos exibir um isomorﬁsmo entre esse recobrimento
e o recobrimento inicial p : E → X. Dado ([σngn . . . g1σ0], e) ∈ ΠHae(G)(x,−) ×K
Ex, seja σ˜ng˜n . . . g˜1σ˜0 levantamento de σngn . . . g1σ0 com inı´cio em e, com respeito
ao recobrimento p : E → X. Deﬁnimos enta˜o, θ : Π
Hae
(G)(x,−) ×K Ex → E;
θ(([σngn . . . g1σ0], e)) := σ˜n(1).
Aﬁrmac¸a˜o 3.2.21. A aplicac¸a˜o θ esta´ bem deﬁnida e e´ injetora.
E´ fa´cil ver que θ esta´ bem deﬁnida, pois para todo [λ] ∈ K, temos
θ([σngn . . . g1σ0][λ], [λ]
−1e) = θ([σngn . . . g1σ0], e)
Vamos mostrar a injetividade. No que se segue denotaremos por γ o caminho
σngn . . . g1σ0, por γ′ o caminho σ′mg′m . . . g′1σ′0 e utilizaremos γ˜ e γ˜′ para os respectivos
levantamentos. Enta˜o,
θ(([γ], e)) = θ(([γ′], e′)) ⇒ γ˜(1) = γ˜′(1) ⇒ p(γ˜(1)) = p(γ˜′(1)) ⇒ γ(1) = γ′(1)
Logo, o G-caminho λ = γ−1 ∗ γ′ e´ um G-lac¸o com base em x e o seu levantamento
λ˜ = ˜γ−1 ∗ γ˜′ e´ um caminho em E com inı´cio em e′ e ﬁnal em e. Assim temos [λ] ∈ K
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e e′ = [λ]−1e. Ale´m disso,
[λ] = [γ−1] ∗ [γ′] ⇒ [γ′] = [γ][λ] ⇒ K([γ′], e′) = K([γ][λ], [λ−1]e) = K([γ], e)
ou seja, θ e´ injetora. Claramente θ e´ contı´nua e sobrejetora, pois GE e´ conexo por
(GE)-caminhos. Portanto, θ e´ um isomorﬁsmo de recobrimentos, como querı´amos
provar. 
Corola´rio 3.2.22. Nas condic¸o˜es do teorema anterior, se p : G  E → G e´ um
recobrimento de grupoides, o funtor ρ induz um isomorﬁsmo entre Aut(p) e Aut(Ex).
Demonstrac¸a˜o: Como ρ e´ ﬁel e pleno, a restric¸a˜o
ρ : Aut(p) = CS(G)(E,E) → π
Hae
(G, x)-Sets(Ex, Ex) = Aut(Ex)
e´ um isomorﬁsmo. 
Lema 3.2.23. Suponha que p : G  E → G e´ um recobrimento universal e x ∈ X.
Enta˜o, existe uma bijec¸a˜o entre Ex e Aut(Ex).
Demonstrac¸a˜o: Fixe e0 ∈ Ex, pela observac¸a˜o 3.2.17 temos que πHae(G  E, e0) e´
trivial, pois o recobrimento e´ universal. Para qualquer outro ponto e1 ∈ Ex tambe´m
temos π
Hae
(GE, e1) trivial, e p(e0) = p(e1) = x. Logo, a proposic¸a˜o 3.2.15 implica a
existeˆncia de um u´nico automorﬁsmo de recobrimento φe1 ∈ Aut(p) tal que φe1(e0) =
e1. A aplicac¸a˜o assim construı´da,
Ex → Aut(p)
e → φe
onde φe e´ o u´nico automorﬁsmo de p com φe(e0) = e, e´ uma bijec¸a˜o. 
Lema 3.2.24. Suponha que p : G  E → G e´ um recobrimento universal e x ∈ X.
Enta˜o, existe um isomorﬁsmo entre π
Hae
(G, x) e Aut(Ex)
Demonstrac¸a˜o: Seja μ : Ex × πHae(G, x) a ac¸a˜o por monodromia. Como o reco-
brimento e´ universal, essa ac¸a˜o e´ livre e transitiva. Logo, a aplicac¸a˜o de o´rbita
μx : π
Hae
(G, x) → Ex; h → μ(x, h), e´ uma bijec¸a˜o. 
Teorema 3.2.25. Sejam p : GE → G um recobrimento universal e x ∈ X um ponto
base. Enta˜o, existe um isomorﬁsmo entre Aut(p) e π
Hae
(G, x).
Demonstrac¸a˜o: Pelos Lemas 3.2.23 e 3.2.24, existe uma bijec¸a˜o π
Hae
(G, x) →
Aut(Ex), a qual pode-se checar que e´ um homomorﬁsmo de grupos. Ou seja,
π
Hae
(G, x) e´ isomorfo a Aut(Ex). Mas pelo Corola´rio 3.2.22 temos um isomor-
ﬁsmo entre Aut(Ex) e Aut(p). Portanto, compondo esses isomorﬁsmos temos que
π
Hae
(G, x) e´ isomorfo a Aut(p). 
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3.3 Grupo fundamental de um orbifold via grupoides
de Lie
Como comentamos apo´s as observac¸o˜es 3.1.22 e 3.1.23, a classe de isomorﬁsmo
de π
Hae
(G, x) e´ um invariante da classe de isomorﬁsmo de G. Pore´m, a condic¸a˜o de
isomorﬁsmo entre grupoides e´ muito forte, vamos demonstrar a seguir que o grupo
fundamental de Haeﬂiger e´ de fato um invariante da classe de equivaleˆncia de Mo-
rita de G. A estrate´gia para demonstrar essa aﬁrmac¸a˜o sera´ a seguinte: sabemos
que para um grupoide de Lie conexo G existe uma equivaleˆncia de categorias entre
CS(G) e π
Hae
(G)-Sets, logo demonstraremos que se G e H sa˜o Morita equivalentes
as categorias CS(G) e CS(H) sa˜o equivalentes, obtendo assim uma equivaleˆncia
entre π
Hae
(G)-Sets e π
Hae
(H)-Sets, que por sua vez implica num isomorﬁsmo entre
π
Hae
(G) e π
Hae
(H). Seguimos essencialmente [MM05].
Vamos comec¸ar mostrando que todo morﬁsmo φ : H → G entre grupoides de
Lie induz um funtor φ∗ : CS(G) → CS(H). De fato, suponha que G ⇒ X e H ⇒ Y
sa˜o grupoides de Lie, p : E → X e´ um recobrimento de G, com ac¸a˜o a` esquerda
μ : G ×s p E → E e que φ : H → G e´ morﬁsmo de grupoides. Considere o pull-back
φ∗(E) := Y ×φ0 p E. Como a aplicac¸a˜o p : E → X e´ um recobrimento o pull-back
pr1 : Y ×φ0 p E → Y e´ um recobrimento. Ale´m disso, o espac¸o φ∗(E) possui uma
ac¸a˜o de H a` esquerda dada por
H ×s pr1 (Y ×φ0 p E) → Y ×φ0 p E; (h, (y, e)) → (t(h), φ1(h)e)
Assim, φ∗(E) e´ um recobrimento do grupoide H. Para deﬁnir φ∗ em morﬁsmos
tambe´m e´ bastante simples. Dado θ : E → E ′ um morﬁsmo entre recobrimentos de
G, p : E → X e p′ : E ′ → X, temos
φ∗(θ) : φ∗(E) = Y ×φ0 p E → φ∗(E ′) = Y ×φ0 p′ E ′, dado por φ∗(θ)(y, e) = (y, θ(e))
A seguir, mostraremos como cada morﬁsmo generalizado P : H → G tambe´m
induz um funtor P ∗ : CS(G) → CS(H). Suponha enta˜o H

P
 		
al

ar



G
 
X Y
um morﬁsmo
generalizado de H para G. Seja p : E → X um recobrimento do grupoide G e con-
sidere o produto ﬁbrado P ×ar p E, esse espac¸o admite uma ac¸a˜o de G a` esquerda
dada por g(p, e) = (pg−1, ge) de modo que o quociente (P ×ar pE)/G e´ uma variedade
diferencia´vel e possui ac¸a˜o de H a` esquerda (na primeira componente).
Proposic¸a˜o 3.3.1. A construc¸a˜o descrita acima nos da´ para todo morﬁsmo gene-
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ralizado P : H → G um funtor P ∗ : CS(G) → CS(H).
Demonstrac¸a˜o: Dado p : E → X um recobrimento de G, deﬁna P ∗(E) := (P ×ar p
E)/G. Segue do que vimos anteriormente que P ∗(E) possui uma projec¸a˜o natural
ρ : (P ×ar pE)/G → Y , dada por ρ([p, e]) = al(p) e admite uma ac¸a˜o de H a` esquerda
ao longo da aplicac¸a˜o ρ. Logo, P ∗ e´ um recobrimento de H desde que ρ seja um
recobrimento. Considere o diagrama de produto ﬁbrado
P ×X E pr1 
pr2

P
ar

E
p  X
Como p e´ uma aplicac¸a˜o de recobrimento segue que seu pull-back pr1 : P×XE → P
e´ um recobrimento. Agora considere o seguinte diagrama
P ×X E pr1 
q

P
al

(P ×X E)/G ρ  Y = P/G
Pode-se mostrar que ese diagrama e´ um produto ﬁbrado, consequentemente pr1 :
P ×X E → P e´ o pull-back de ρ pela submersa˜o sobrejetora al, assim pr1 ser
recobrimento implica que ρ e´ um recobrimento. 
Proposic¸a˜o 3.3.2. Seja p : E → X, um recobrimento do grupoide G ⇒ X. Enta˜o,
as seguintes aﬁrmac¸o˜es sa˜o verdadeiras:
(i) Se 〈Id〉 : G → G e´ o morﬁsmo generalizado induzido pela aplicac¸a˜o identidade,
enta˜o existe um isomorﬁsmo 〈Id〉∗(E) → E, natural em E.
(ii) Se P : H → G e Q : K → H sa˜o morﬁsmos generalizados, existe um isomor-
ﬁsmo Q∗(P ∗(E)) → (P ◦Q)∗(E), natural em E.
Corola´rio 3.3.3. Se P : H → G e´ uma equivaleˆncia de Morita, enta˜o P ∗ : CS(G) →
CS(H) e´ uma equivaleˆncia de categorias.
Demonstrac¸a˜o: De fato, se P : H → G e´ equivaleˆncia de Morita, existe um mor-
ﬁsmo generalizado inverso P−1 : G → H. E pela Proposic¸a˜o 3.3.2, segue que
(P−1)∗ : CS(H) → CS(G) e´ um funtor inverso de P ∗ a menos de isomorﬁsmo natu-
ral. Portanto, P ∗ e´ equivaleˆncia de categorias. 
Vejamos agora como essa construc¸a˜o do funtor induzido por um morﬁsmo gene-
ralizado e´ uma extensa˜o da construc¸a˜o inicial, do funtor induzido por um morﬁsmo
usual.
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Proposic¸a˜o 3.3.4. Seja φ : (H ⇒ Y ) → (G ⇒ X) um morﬁsmo usual entre gru-
poides de Lie e considere o morﬁsmo generalizado 〈φ〉 : H → G. Enta˜o, existe um
isomorﬁsmo φ∗(E) → 〈φ〉∗(E), natural em E, onde φ∗ e´ o funtor construı´do no inı´cio
desta sec¸a˜o.
Demonstrac¸a˜o: Relembre que 〈φ〉 = Y ×φ0 tG. Logo, 〈φ〉∗(E) = (Y ×φ0 tG ×s pE)/G.
Por outro lado, φ∗(E) = Y ×φ0 p E. Assim, podemos deﬁnir um isomorﬁsmo
Y ×φ0 t G → Y ×φ0 p E; [(y, g, e)] → (y, ge)
De fato, este morﬁsmo esta´ bem deﬁnido e tem inverso dado por (y, e) → (y, εφ(y), e),
onde ε e´ a sec¸a˜o unidade do grupoide G. Portanto temos o isomorﬁsmo desejado,
〈φ〉∗(E) → φ∗(E). 
Corola´rio 3.3.5. Se φ : H → G e´ uma equivaleˆncia fraca, enta˜o o funtor φ∗ :
CS(G) → CS(H) e´ uma equivaleˆncia de categorias.
Demonstrac¸a˜o: Sabemos que se φ e´ equivaleˆncia fraca, enta˜o o morﬁsmo genera-
lizado 〈φ〉 e´ uma equivaleˆncia de Morita. Logo, pela demostrac¸a˜o do Corola´rio 3.3.3,
temos que (〈φ〉−1)∗ e´ inverso de 〈φ〉∗ a menos de isomorﬁsmo natural. Assim, pela
Proposic¸a˜o 3.3.4, temos que (〈φ〉−1)∗ tambe´m e´ inverso (a menos de isomorﬁsmo
natural) do funtor φ∗. Portanto, φ∗ e´ equivaleˆncia de categorias. 
Lema 3.3.6. Suponha que L1 : CS(G) → CS(H) e´ uma equivaleˆncia de categorias
e que p : E → X um recobrimento universal de G. Enta˜o, L1(E) e´ um recobrimento
universal de H.
Demonstrac¸a˜o: Seja L2 : CS(H) → CS(G) o funtor inverso de L1 a menos de
transformac¸a˜o natural. Considere Eˆ um recobrimento universal de H. Em parti-
cular, existe um morﬁsmo de recobrimentos θ : Eˆ → L1(E). Aplicando o funtor L2,
obtemos um morﬁsmo de recobrimentos L2(θ) : L2(Eˆ) → L2(L1(E)). Mas L2(L1)(E)
e´ um recobrimento isomorfo a E, que por sua vez e´ universal. Assim, o morﬁsmo
L2(θ) e´ um isomorﬁsmo, donde segue que θ e´ um isomorﬁsmo. Portanto, Eˆ e L1(E)
sa˜o isomorfos como recobrimentos de H. Sendo Eˆ universal concluı´mos que L1(E)
e´ universal. 
Corola´rio 3.3.7. Se φ : (H⇒ Y ) → (G ⇒ X) e´ equivaleˆncia fraca, enta˜o π
Hae
(H, y)
e π
Hae
(G, φ0(y)) sa˜o isomorfos.
Demonstrac¸a˜o: Se φ : (H ⇒ Y ) → (G ⇒ X) e´ equivaleˆncia fraca, pelo Co-
rola´rio 3.3.5 temos que φ∗ : CS(G) → CS(H) e´ uma equivaleˆncia de catego-
rias. Em particular, φ∗ : CS(G)(E,E) → CS(H)(φ∗(E), φ∗(E)) e´ um isomorﬁsmo
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de grupos. Supondo que E e´ recobrimento universal de G, pelo Lema 3.3.6, te-
mos que φ∗(E) e´ recobrimento universal de H. Logo, pelo Teorema 3.2.25 te-
mos que π
Hae
(G, φ0(y))  Aut(E) e πHae(H, y)  Aut(φ∗(E)). Assim, o isomorﬁsmo
φ∗ : Aut(E) → Aut(φ∗(E)), induz um isomorﬁsmo π
Hae
(G, φ0(y)) → πHae(H, y). 
Corola´rio 3.3.8. Se H e G sa˜o Morita equivalentes, enta˜o π
Hae
(H) e π
Hae
(G) sa˜o
isomorfos.
Devido ao Corola´rio 3.3.8 podemos deﬁnir agora o grupo fundamental de um
orbifold utilizando a noc¸a˜o de grupo fundamental de um grupoide de Lie. Ou seja,
Deﬁnic¸a˜o 3.3.9. SejaQ um orbifold e ﬁxe G um grupoide de Lie pro´prio e e´tale que o
representa. Deﬁnimos o grupo fundamental do orbifold Q por π
Hae
(Q) := π
Hae
(G).
Pelo Teorema 2.4.17 se H e´ outro grupoide que representa Q, enta˜o G e H
sa˜o Morita equivalentes, assim pelo Corola´rio 3.3.8 temos que π
Hae
(G) e´ isomorfo a
π
Hae
(H). Ou seja, trocando o grupoide que representa Q o grupo fundamental na˜o
se altera a menos de isomorﬁsmo.
Observac¸a˜o 3.3.10. Ainda pelo Teorema 2.4.17 seR e´ outro orbifold que e´ isomorfo
a Q e K e´ um grupoide que o representa, enta˜o K e G sa˜o Morita equivalentes.
Logo, π
Hae
(K) e´ isomorfo a π
Hae
(G). Portanto, a classe de isomorﬁsmo de π
Hae
(Q) e´
um invariante da classe de isomorﬁsmo do orbifold Q.
Podemos notar que esse e´ um invariante mais ﬁno que o grupo fundamental
usual do espac¸o topolo´gico subjacente a Q, como e´ o caso no exemplo a seguir:
Exemplo 3.3.11. Seja B(0, 1)/Cn o orbifold do Exemplo 2.1.11. Considere Cn 
B(0, 1) o grupoide de ac¸a˜o que representa este orbifold. Pela Proposic¸a˜o 3.1.20
temos uma sequeˆcia exata {1} → π1(B(0, 1)) i−→ πHae(CnB(0, 1))
ζ−→ π0(Cn) → {1}.
Como B(0, 1) e´ simplesmente conexo e Cn e´ um grupo discreto (assim π0(Cn)  Cn)
temos que π
Hae
(Cn  B(0, 1)) e´ isomorfo a Cn. Ou seja, pela Deﬁnic¸a˜o 3.3.9 temos
π
Hae
(B(0, 1)/Cn)  Cn. Como Cn e Cm na˜o sa˜o isomorfos para m = n segue de
3.3.10 que B(0, 1)/Cn e B(0, 1)/Cm na˜o sa˜o isomorfos se m = n.
Observac¸a˜o 3.3.12. Suponha que K e´ um grupo de Lie que age em uma varie-
dade X de maneira pro´pria, efetiva e quase-livre. Como mencionamos no Exem-
plo 2.4.16, em geral K  X na˜o e´ e´tale, mas e´ Morita equivalente a um grupoide
pro´prio, e´tale e efetivo K ⇒ Y , de modo que K representa o orbifold X/K e por
deﬁnic¸a˜o temos π
Hae
(X/K) := π
Hae
(K). Por outro lado, segue do Corola´rio 3.3.8
que π
Hae
(K) e´ isomorfo a π
Hae
(K  X). Assim, temos que π
Hae
(X/K) e´ isomorfo
a π
Hae
(K  X). Ou seja, embora pela nossa deﬁnic¸a˜o o grupoide K  X na˜o re-
presente o orbifold X/K, o grupo fundamental deste orbifold e´ isomorfo ao grupo
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fundamental de K  X. Assim, podemos utilizar as te´cnicas desenvolvidas para o
ca´lculo de grupos fundamentais de grupoides de ac¸a˜o para dar alguns exemplos de
grupos fundamentais de orbifolds.
O exemplo a seguir mostra que existem orbifolds que na˜o sa˜o quocientes efeti-
vos globais.
Exemplo 3.3.13. Seja S3/S1 um orbifold como no Exemplo 2.1.25. Segue do Exem-
plo 3.1.21 que π
Hae
(S3/S1) e´ trivial. Suponha por absurdo que S3/S1 e´ isomorfo a um
orbifold quociente efetivo global X/G, onde X e´ variedade simplesmente conexa e
G e´ ﬁnito. Enta˜o, pela Proposic¸a˜o 3.1.20 temos π
Hae
(S3/S1)  π
Hae
(X/G)  G. Logo
G = {1} e´ o grupo trivial, donde segue que S3/S1 e´ difeomorfo a X como orbifold,
um absurdo, pois X na˜o possui pontos singulares.
O exemplo a seguir da´ uma descric¸a˜o do grupo fundamental de qualquer orbifold
efetivo.
Exemplo 3.3.14. Seja Q um orbifold efetivo conexo. Pelo Corola´rio 2.3.10 temos
que Q e´ isomorfo ao quociente UFr(Q)/U(n), onde UFr(Q) e´ variedade conexa.
Assim, o grupoide de ac¸a˜o UFr(Q)  U(n) representa o orbifold Q e temos por
deﬁnic¸a˜o que π
Hae
(Q) = π
Hae
(UFr(Q)  U(n)). Logo, segue da Proposic¸a˜o 3.1.20
que existe uma sequeˆcia exata de grupos:
{1} → π1(UFr(Q)) → πHae(Q) → π0(U(n)) → {1}
ou, como π0(U(n)) e´ o grupo trivial {1}, temos
{1} → π1(UFr(Q)) → πHae(Q) → {1} → {1}
Portanto, π
Hae
(Q) e´ isomorfo a π1(UFr(Q)). Ou seja, o grupo fundamental de Hae-
ﬂiger de qualquer orbifold e´ isomorfo ao grupo fundamental usual de uma variedade
naturalmente associada a ele.
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